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ZUSAMMENFASSUNG

Die Grundlage dieser Arbeit bildet ein Artikel von
P. Kustaanheimo und E. Stiefel [2]1), in welchem eine zur Re-

gularisierung der dreidimensionalen Keplerbewegung geeignete

Abbildung angegeben 1st. Durch Zusammensetzung jener Trans-
formation mit zwei Inversionen kann eine Abbildung konstruiert
werden, welche dle simultane Regularisierung der beiden Singu-
larititen im rdumlichen restringierten Dreikirperproblem er-

miglicht und damit als dreidimensionale Verallgemeinerung der

Birkhoff-Transformation [6] angesehen werden kann. Das zuge-

hérige Differentialgleichungssystem ist neunter Ordnung; wird
eine zehnte Integration in Kauf genommen, so ldsst sich mit
derselben Transformation auch das elliptische restringierte
Dreikdrperproblem im Raume regularisieren.

1) Zifferm in ecltigen Klammern verweisen auf das Literatur-
1) Ziffern in eckigen Klammern verwelser
verzeichnis am Schluss der Arbeit.
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1. DIE RAEUMLICHE BIRKHOFF-TRANSFORMATION

1.1. Die Abbildung von Kustaanheimo und Stiefel

Anschliessend an eine Arbeit von P. Kustaanheimo ilber Spinor-

regularisierung (1] uauveu P. Kustaanheimo und E.Stiefel in

[2] die gestdrte Keplerbewegung im Raume regularisiert. Die
dazu verwendete Abbildung vom vierdimensionalen Raum R4 auf

1en dreidimensionalen Raum RB, die wir kurz KS-Transformation

aennen wollen, hat mit konformen Abbildungen viele Eigenschaf-

ten gemeinsam.

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Formeln iiber die
KS-Transformation kurz wiederholt und gleichzeitig einige Be-
zeichnungen und Begriffe eingefiihrt werden.

Sei ©w =(w,, u,u, u,) ein Punkt in R'. Sein Bild-
3
punkt X =[X,, X;, X,) e R bei der KS-Transformation &
ist durch
X, = W) - — )+
(1) X,= 2 (u,uy — e, )
xy= 2w, us + 4 «,)
definiert, was wir symbolisch auch als

(2) X =Ru

schreiben wollen. Damit gilt

(3) ro=\/x'+x'+ A 7 17 SV 77

Fithren wir in R- die Polarkoordinaten £, 2%, durch

X, = r cosdh
(4) X, = ¥ sinthcosy
X, = r sintsiny
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in R4 die Polarkoordinaten ,P/G‘//B/Z’ durch

U, = p COSX COS Y
w, = ¢ sinx cos/8
U, = 9Sine sin /3
W, = pcosa Siny

(5)

ein, so kann (1) auch als
o= Pz
(6) B = 20
¥ = /3-+Z/
geschrieben werden.

Bezeichnet /7{ die Drehung, welchevden festen Punkt
gé_(u,,,)u,/,)u,,,,)u%, ) e R in den Punkt « ,

w, cos 0 0 -swny\flw,
«, 0 cosy Stnyp 0 w,,
(7) = A 0 ' y
U, 0 -siny cosyp Uy,
w, scn o o cos p/\ w,,

{iiberfilhrt, so werden durch 74 alle Punkte
(8) w=hu

auf denselben Punkt von R3 abgebildet, weil bein%, ')L —/54-)/
konstant bleibt, Es gllt also

(9) Ku = fu -£fu,.

4
Ein allgemeiner Punkt von R3 hat demnach viele Urbilder in R ;

3
lediglich der Nullpunkt und der unendlich ferne Punkt von R
haben nur Jje einen Urbildpunkt.

Im Zusammenhang mit der KS-Transformation nennen wir die

4
Drehungen (7) automorphe Transformationen im Raume R ; diese
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bilden eine kontinuierliche, einparametrige Gruppe, denn es gilt

(10) B =0, .,

rrx

was man mittels (7) leicht bestidtigt. Die Bahnkurven, welche
die Punkte von R4 beli den automorphen Transformationen be-

schreiben, sollen im folgenden Fasern in R4 genannt werden.
Alle Punkte einer Faser in R4 werden durch die KS-Transfor-
mation auf denselben Punkt von R3 abgebildet.

Mit der Matrix

wu, —U, —U, w,
K - «, w, -u«, —-uU,
U, w, «, (2
» ~Y U, -UW,

(11)

ldsst sich die XS-Transformation im Kleinen als

dx, lu,
(12) j‘x" =2K ZZ‘,
0 Adu,

darstellen, falls durch die unterste Komponente von (12) die
nichtholonome Bedingung

(13) w,du, —w, duy, +u, du, —w, duy, =0

zwischen den Differentialen c£u1 gefordert wird. In den
Polarkoordinaten (5) nimmt diese Bedingung (im folgenden

Nebenbedingung genannt) die Gestalt

si.n.'aL-d/S - cos‘oc-c[x

an.
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Die Matrix A 1st ein Vielfaches einer orthogonalen und
normierten Matrix, d.h. sie hat die Eigenschaft

(18) MK = AH = honst -~

-
wobei A die Transponierte von K und E die Einheltsmatrix
bedeutet. Eine solche Matrix vom Typus /f nennen wir verall-
gemeinert orthogonal.

Ist die quadratische Matrix /4 verallgemelnert orthogonal,
so ist die Norm ///A) von A durch die zu (14) analoge
Gleichung

15y  AA=AA = NAE

definiert. Filr spiter sei hier noch die "Normenproduktregel"

fiir verallgemeinert orthogonale Matrizen erwidhnt:

Sind die Matrizen /4, » /q‘ verallgemeinert orthogonal, so gilt

(16) NAA) = N(A) -NIA,)

was leicht aus der Definition (15) der Norm gefolgert werden

kann.

Fiir die Norm von A ergibt sich aus (11)
NA) = woru Uyl
damit folgt aus (12) die wichtige Beziehung

cxt + ciK: + dx]
= Yy +ul + U+ oy + A+ dig + cay)

die jedoch nur richtig ist, wenn die Differentiale Ciuﬁ die

(17)

Nebenbedingung (13) erfiillen.,

Der lineare dreidimensionale Raum der vom Punkt & # (40,00
ausgehenden Vektoren gég , welche zusammen mit (. die Neben-
bedingung (13) erfiillen, steht orthogonal auf der durch «
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gehenden Faser und wird durch % winkeltreu auf R3 abgebildet.

Dagegen verdoppelt die KS-Transformation den Winkel zwlschen
den vom Nullpunkt ausgehenden Vektoren « ==(u,) U Uy, u,,) und
" - (), w”, ", w)) , wenn die Bezlehung

WU - uguy + Uy — ) = 0
giltt.

Die Umkehrabbildung von (1) ist gegeben durch

e —X, +
Uy ug = X2l W ruy ==Xl
KXo Ue Xy U L XelUp+ XU
(18) Uy = -—‘—z’-fr'—— oder u, = “T)Z";W-’LL
= Xl =Xty = Xale —Xaldy
w = X, +r U, = —x, +~r

Nebst dem besonderen Verhalten der KS-Transformation im
Nullpunkt sind es vor allem ihre Konformitdtselgenschaften,
welche diese Abbildung zur Regularisierung der Keplerbewegung
geeignet machen. Dies wird besonders an der Form des Ausdrucks
in den &, fir die kinetische Energle deutlich. Dank der mit
der Konformitit von (€ gleichbedeutenden Beziehung (17) lidsst
sich die kinetische Energie in den ¢y wileder als Quadrat-
summe schreiben.

Daher soll auch zur LOsung von weiteren dreidimensionalen
Regularisierungsproblemen an der Konformitdt der Abbildungen
(im Sinne der KS-Transformation) festgehalten werden.
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1.2. Inversionen

Um weitere konforme Abbildungen vom Typus der KS-Transforma-
tion zu konstruieren, schicken wir einige Bemerkungen {iber
vollstdndig konforme Abbildungen in hdSher dimensionalen RHu-

men voraus.

Nach dem Satz von Liouville sind im n-dimensionalen Raum
(n >?2) die Elemente der durch die Translationen, die Rotatlo-
nen und die Spiegelungen an n-dimensionalen Sphiren erzeugten

)

n
Transformationsgruppe <5 dle einzigen konformen Abbildungeng.

In dieser Arbeit werden keine Rotationen gebraucht. Wir
beschrianken uns deshalb auf die Diskussion der Transformatio-
n
nen aus einer Untergruppe von G . Die Elemente der Unter-

gruppe werden hier Inversionen genannt.

Sei X =(X,,...,X,) ein variabler, & = (x,,...,cX,)
ein fester Punkt im n-dimensionalen euklidischen Raum R

(n =2, 3, ...), ebenso sei X —(,,...,)4,,) ein varia-
bler, B =~ (/4,... » /Oa) eln fester Punkt im euklidischen
Raum 7Jt Eine Inversion 37“ von Rn nach 7~n ist gegeben
durch die Gleichungen

(19) % — B = a‘—"kZ—:"—(ﬁ— R hk=1,2,...,n ,

wobeil

(20) A‘ =z(x¢—x¢f

ist. @ heisst der Radius, & das Zentrum der Inversion o

2) Die Spiegelungen an den n-dimensionalen Sphdren kehren die
Orientierung um. Wir gehen hier aber nicht ndher darauf ein, da
dieser Effekt spiter durch die Zusammensetzung von zwel Splege-

lungen aufgehoben wird.




- 15 -

Als Bildpunkt von X=gc  fithren wir in 7™ den unend-
lich fernen Punkt ein., Fir n = 2 1st der so erweiterte Raum
die Riemannsche Zahlenkugel. Die Raumstruktur (beziiglich Win-
kelmessung) im unendlich fernen Punkt wird als Abbild der
Struktur im Zentrum Xx-=ex bei der Inversion (19) definiert.
Ebenso filhren wir in R den unendlich fernen Punkt ein; dieser
wird dureh :7" auf den Punkt y ~/2 abgebildet.

Aus (19) folgt sofort

@ \TGAT T -

weshalb die Inversionen auch Abbildungen durch reziproke Radien
”n
genannt werden. Die Umkehrabbildung von :7 ergibt sich nun zu

(22) —o¢, =a - T het., n
X—%% (}? _é) ’ ’
S

was formal mit {1Q) iibereinstimmt,

Bezeichnet - e den Bildpunkt des Nullpunktes
e (7"')( (Yas--5)
von R bei ,

(23) ﬁ-ﬁ,‘—a‘fg s k=t,...,n

so gilt die Beziehung

.9 2 n 2
2% —x) 2%
(24) - = :
2 n~A) P
7 E
die leicht durch Einsetzen von (23) und (19) auf der linken
Seite bewiesen werden kann,

Die Inversionen :7“ bilden die Klasse der k-dimensicnalen
Hypersphiren und Hyperebenen (k=1,2,...,n-1) in R? auf die-
selbe Klasse in 7—~ ab. Ein eleganter und verallgemeinerungs-
fidhiger Beweis fiir n=3 ist in [4] zu finden.
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”n
Durch die Inversion 37 werden die Differentiale 069

gemidss der linearen Abbildung

(25) o'[)f‘- Eauolxl 3 k=12,...,n

I2X3
in die Differentiale ‘é% transformiert. Die Koeffizienten

9y,
({4 9)(5 2; M ( % “5)( '4 O(z)
(Cf‘ ist das Kronecker-Symbol) sind dle Elemente der Funktio-

(14
nalmatrix /4 - (a,“> der Inversion :7~

el
Wegen der Konformitit von J 1ist die Abbildung (25) eine
Drehstreckung; die Matrix /4 ist somit verallgemeinert ortho-
gonal. Zur Bestimmung ihrer Norm multiplizieren wir die Matrix

A mit i1hrer Transponierten und finden

; a‘l& 4n -

—1r‘;21?f 2,23_-__ 32___]Qr —2 7&"“%, x%‘cﬁf]__

a&

e

woraus

27) NA)= &

folgt. Flir das zur Transformation (19) gehdrende Bogenelement

findet man daraus

Sai- £5w0
£-1

kat
wobei A durch (20) definiert ist.
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1.3. Herleitung der B -Transformation

*
Bedeutet / die Inversion

& b= 12,3
== "~ ~ - . <, , 4
(28) &, u,‘+u,‘+u,‘+(’i,‘ ) 2
welche den Punkt (Uz,,u,,u,,, ) € /'? in den Punkt
(e, Us U, 1,) € R* tberfihrt, und ist ferner 7 die
Inversion
X i .
(29) e = X+ X3 +X: N c—-42,3 |,

welche entsprechend den Punkt (x,, Xz, x_,) € R in den
Punkt ()Q x‘, Xs) e R’ transformiert, so stimmt die Abbil-
dung Of [7? /?) , definiert durch das Schema

X

ﬁlf . R# -~ R.u ﬁ:

mit der KS-Transformation ﬁ uberein. Dies folgt durch Ein-
setzen von (1) und (28) in (29) unter Verwendung von (3).

Wir wollen daraus eine Folgerung ziehen. Die KS-Transforma-
tion i1st winkeltreu (in der in 1.1, definierten Art) in fast
allen Punkten des euklidischen Raumes R4 . Nur im Nullpunkt
werden gewisse Winkel verdoppelt; er ist ein "unkonformer Punkt"
der KS-Transformation. Da dle Inversionen y,' und y,’ Null-
punkt und unendlich fernen Punkt vertauschen, folgt aus der

obigen Eigenschaft, dass der unendlich ferne Punkt von R4
fir 0€ ein unkonformer Punkt vom Typus des Nullpunktes ist.
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Wir wollen nun die KS-Transformation mit geeigneten Inver-
sionen zusammensetzen, so dass die entstehende Abbildung zwel
im Endlichen gelegene unkonforme Punkte hat. Auch deren Bild-
punkte sollen im Endlichen liegen. Zu diesem Zweck filhren wir
zu den Rdumen R4 und R3, die ihre alte Bedeutung behalten,
einen Original- oder Parameterraum S4 und einen Bildraum (phy-
sikalischer Raum) s? ein. Der Originalraum s* soll zunicnst
durch eine Inverslion 37‘ auf R4 abgeblldet werden, so dass

die Punkte
(30) z, -(_C/o/o/o)) 2, -(c/alola) (C>0) s

in dle wir die unkonformen Punkte verlegen wollen, in den Null-
punkt bzw. den unendlich fernen Punkt ibergehen. Hernach wird
R4 durch die KS-Transformation auf den Raum R3 abgebildet,
welcher schliesslich durch die Inversion 57’ so auf den phy-
sikalischen Raum S3 abgebildet werden soll, dass der Null-
punkt bzw. der unendlich ferne Punkt in je eines der Zentren

(31) ‘:-,: = (Cu 0, 0)) .é:’ (cz., 0 0) (cl._cf =2c)

ibergeht.

Die Bedeutung der inskiinftig verwendeten Symbole sei durch
die folgende Tabelle erklart:

% B8
— =Y
¢ & 3
Raum S > R — A’ = S
Abbildung :.74 é ~7 ’
Funktional-
matrix 1; K I"
allgemeiner v={y} u-{u} X '{Xz} _){-{_)’,.}
Punkt (h=12,34) (c=12,3)
unkonforme =, -(—c,a,qo) (¢99,0) (01010) 5:-(CU°' °)
L

punkte bzw.  z =(cg00) (e0) (e0) 2 ~(cx, 09

Zentren
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&
Die Inversion  hat nach (19) die Form

w-p = a i MR L=12,34.
> (16 =)
Durch geeignete Weahl von e, /QQ,CL missen die in vorstehen-
der Tabelle dargestgllten Korrespondenzen erfiillt werden,., Das
Zentrum o von 7 ist der Punkt &, » da dieser auf den un-
endlich fernen Punkt von R4 abgebildet wird. Damit ergibt sich
aus der Korrespondenz [-c,0,0,0) —— (0,00,0) das Resultat

B = (2901,0,0,0) )

]
Den Radius der Inversion y legen wir fest durch die Nor-
#
mierung ﬂ, =4 . Somit lauten die Gleichungen von 4

C
U =T H2C eI A

f 3
(32) w, = 1 k=23,4%.

Mit den Abkiirzungen

2z

31
|

= (U, -1)"+u; +u; +44

(33) - (V,—C)‘-FV,,&#-I{;'I- “;

2

<

folgt jetzt aus (21) die Beziehung
(38) rirt = 4c*

4

pa B =(40,00)ver T  Bild des unendlich fernen Punk-
tes von S4 ist, kOnnen wir die vorstehende Tabelle durch dle
folgende Reihe entsprechender Punkte erginzen:

S RS

(eo) #2009  (490) (oo)
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Darin steckt die Forderung, dass der unendlich ferne Punkt
von S4 durch a@ auf den unendlich fernen Punkt von 83 ab-
geblildet werden soll.

3
Auf analoge Weise kdnnen nun fir die Inversion :7 die
Gleichungen

X—1
(Xf —1)‘+X: +X:

Yo = Co+t2c

(39)
X[
()(1'7)‘*)(: +>(J‘ ’

2¢

(m2, 3

Y

aufgestellt werden. Hler flihren wir die Abkirzungen

-t (=G)

36 2
() () R

3 Q)

eln, mit denen nach (21)
(37) iRt = 4c*

gilt.

Die Transformation, welche S4 direkt auf S3 abbildet,
werde mit 5& bezeichnet; sie entsteht durch Zusammensetzung
von y:f} ..7‘:

3 4
(38) y-?&é?g-%g
Wir nennen £ die dreidimensionale Birkhoff-TransformationB)

oder kurz B.-Transformation. Sie ist konform von der Art der

KS-Transformation, wie die folgende einfache Ueberlegung zelgt:

3) Die dreidimensionale Birkhoff-Transformation ist erstmals
in [5] erwdihnt worden.
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Wir betrachten die zu den Fasern von R4 orthogonalen drei-
dimensionaleh Teilrdume; sie werden nach 1.1. durch ﬂf win-
keltreu auf R3 abgebildet (den Nullpunkt und den unendiich
fernen Punkt von R4 muss man ausschliessen). Die Urbilder
(in S4) von dlesen dreidimensionalen Teilrﬁuqfn bei der Inver-
sion werden wegen der Konformitit von :7 ebenfalls win-
keltreu auf RB abgebildet. Da auch :73 konform ist, werden
also die oben genannnten Urbilder in S4 durch & winkeltreu
auf 33 abgebildet.

Eine Ausnahme bilden die unkonformen Punkte Z, , 2 , in
denen sich die B3-Transformation verhdlt wie die KS-Transfor-
mation im Nullpunkt. Darauf wollen wir am Ende dieses Abschnit-
tes etwas genauer eingehen.

Durch Einsetzen von (1) und (32) in (35) erhilt man nach

einiger Rechnung die Abbildungsgleichungen der BB-Transformation:

o=t L fwc‘))

2 +M;f’V
v(v -c*) -2
(39) » = z( +l)/+ < )

% = 7l

,(V. & r2c Lz}

2 2 2
rlerty

(39) kann als Fortsetzung der ebenen Birkhoff-Transformation
[6] angesehen werden, denn die Vv, , ¥ -Ebene wird durch (39)
auf die 3Y,,), -Ebene abgebildet, und mit ¥ =4 + g R
Y =Y, +&)y lautet dann das Transformationsgesetz

—CetC L1, C*
(40) Y 2 +2(V* 1/.)

was genau der als Birkhoff-Transformation bekannten konformen
Abbildung entspricht.
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Wie bel der KS-Transformation haben auch bei der BB-Trans-
formation viele Punkte des Originalraumes denselben Bildpunkt.
Lediglich die beiden Zentren gf,gf haben nur je einen Urbild-
punkt in SA, wie aus der entsprechenden Eigenschaft der KS-
Transformation (siehe 1.1.) folgt.

Es werden auch mehrere Punkte von S4 ins unendliche von
53 abgebildet, nimlich alle Punkte der V -Achse ¥, =¥, =1,=0,
wie (39) vermuten ldsst. Tatsdchlich bildet die Inversion T

(32) die 14 -Achse auf den Krels
Fy 2
U+, =71 5, Uy =U,=0

ab; dieser geht durch die KS-Transformation (1) in den Punkt
({,O)Q) iber, welcher selnerseits durch die Inversion :7' auf
den unendlich fernen Punkt von 33 abgebildet wird. Die V, -Ach-
se ist also eine "Singularitdt" im Parameterraum S4 .

Um die B3-Transformation in den unkonformen Punkten zu un-
tersuchen, entwickeln wir die Abbildungsgleichungen (39) in
den Punkten (30) in Potenzreihen. Damit die beiden unkonformen
Punkte gleichzeitig behandelt werden kdnnen, fihren wir das
Vorzeichen &= %7 ein und die Relativkoordinaten ¥ ,¥;
durch die Definitionen

v = o(j+c) U=V , k=234

2 h - ST ANNPEPLR

Z=0 (k=14...,%) entspricht filr o =-71 dem Punkt

Z, = (-c,0,0,0), fir =7 dem Punkt &Z, = (¢,0,0,0) .

Im Fall & =-4 zelgt die positive ¥ - bzw. J/ -Achse in die
zur ;- bzw. ), -Achse entgegengesetzte Richtung.

Die gesuchten Entwicklungen erweisen sich als unabhlngig

von & 3 ihre Anfinge lauten
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Y = o (TR +7") - 5r (-37-3747") +
(42) %=L (RE-B%)- ok GRG0+ L5 T+
%= L(%% +7%%)- B (7077 Lvuv
Die Glieder zwelten Orades stimmen bis aufl einen gemeinsamen

Faktor mit den entsprechenden Termen von (1) iiberein. Im
Punkt &, verhdlt sich also die BB-Transformation genau wile
die KS-Transformatlion im Nullpunkt. In Z, zeigt sie eben-
falls dieses Verhalten, wenn die durch (41) mit & = —7
definierten Relativkoordinaten negativer Orientierung benilitzt

werden.
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1.4. Die inverse Transformation

Der Punkt 4 = (I, Yooy Yo %) =3 s* habe bei der
B3—Transformation & den Bildpunkt)ée:f;{ Die Menge der
Punkte Vv =[%,V,_,V,, y,) € S“, welche durch & ebenfalls
auf Y abgebildet werden, d.h. das "Urbild" von Yo in SA,
nennen wir die durch den Punkt V¥ gehende Faser von S .

Da die E3-Transformation eindeutig ist, haben zwel verschie-
dene Fasern keinen Punkt gemeinsam. Andrerseits geht durch jeden
Punkt von S4 eine Faser, denn jeder Punkt von 34 hat einen
Bildpunkt in 83 (S3 ist durch den unendlich fernen Punkt abge-

schlossen).

Es gibt Fasern, die nur aus einem Punkt bestehen: die beiden
unkonformen Punkte 2,,2, . Eine andere spezielle Faser ist
die _w -Achse; alle ihre Punkte werden auf den unendlich fer-
nen Punkt von 83 abgebildet.

Um weltere Aussagen iber dle Fasern in S4 zu machen, grel-
fen wir auf dile in 1.1. definierten Fasern in R4 zuriick (Kurven
in RA, welche durch die KS-Transformation & auf einen ein-
zigen Punkt von R3 abgebildet werden).

Zundchst zeigt die Gleichung (7), dass die automorphen
Transformationen /7& des Raumes R4 eukiidische Drehungen um
den Nullpunkt sind. Deshalb sind die Fasern in R4 Kreise um
den Nullpunkt.

Die Fasern in S° sind die Urbilder der Fasern in R° bei
der Inversion 37“, sind also Kreise oder Gerade. Da alle
Geraden von S4 durch den unendlich fernen Punkt gehen, kann
hochstens eine der Fasern eine Gerade sein. Ausser der W -Achse

sind somit simtliche Fasern Kreise (eventuell Nullkreise).

Die Abbitdungen des Raumes S4 auf sich, welche Jede Faser
in sich ilberfiihren, heissen automorphe Transformationen in S4
und werden mit if; bezeichnet. Sie lassen sich einfach auf
/18r zurlckfihren.
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IS
Dazu fithren wir die Bildpunkte i,,& < A von
’ ) &
Y., v € S bei der Inversion 7 ein, und wir kdnnen
schreiben

(43) «, = ‘7:‘5 ) - Y = (y*)-;-. .

Geht ¥ aus _¥ durch eine automorphe Transformation {,,
hervor, so geht & aus &, durch eine automorphe Transforma-
tion /)er hervor,

w =, .

Daraus folgt mit (43)
@) v =Gn = (TR

Die Transformationen gf bilden analog zu /vep eine kon-
tinuierliche, elnparametrige Gruppe:

gf gz =(7?;')%:7?‘7?7£ y;(yy;gﬁtyi = g;ﬂt :

Um die Gleichungen von g,

(44) zunichst f'% mit :71’ zusammen und finden (durch Ein-
setzen von (32) in (7) )

zu finden, setzen wir gemiss

1\ [cosp-1 s 0 0 -sing\ [y, -C

40
U | o N 2¢ 0 cosp sing 0 %o
Us 0 TGt et Yo | 0 ~sinp cosp 0 %o |
«w, Sin ny 0 0 ces Yo

o7

Dies wiederum kann sogleich in die Inversion (:7) >
L 2clu,~1)

Y (7W LT VYV N7 .e

2C Uy 4
(A r i+ +u3 °? =2,3,%

'V;

V‘=
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eingesetzt werden, womit sich fiir die automorphen Transforma-
tionen g;, die Gleichungen

v 2cy,
(45) A _c 2¢ (y,costp +y,stn @)
vi| & \2c(-y,sinp +y,cosp)
2 2 a2 2 a .
A 2¢ h,cosp (v} +ig3 2L 1) —C)sin

ergeben., Der Nenner

g = (3t bl v +0t)
(46) — (42 +43 +150 +40~C2)cos p +2.€ 4, Sin P

ist nie negativ; er kann nur verschwinden, wenn der Punkt v,
auf der i -Achse liegt (i, =i, =4, =0 ) , wie eine ein-
fache Rechnung zeigt.

Man kann gp mit einer nichteuklidischen Drehung verglei-
chen; die Fasern sind die Bahnkurven der Punkte von S4 bei
diesen Bewegungen. (45) ist eine Parameterdarstellung der

Faserkurven.

In der nun folgenden Diskussion der Fasern wird die i, -Achse
immer ausgeschlossen, also (I, ,4,,4.) # (00,0) . wir
sprechen dann von Faserkreisen.

Zunidchst formulieren wir den folgenden Satz:

Die Punkte auf einem Faserkreis mit extremalem Abstand von

der wy-Achse liegen in der Hyperebene H mit der Gleichung
Ve=0 .
Zum Beweise bilden wir den Abstand < des Punktes v von der

vy -Achse,

s 'y a 2" ry a2 &
(47) d= Ve +nt =222l
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und bemerken, dass seine Extrema mit jenen von g tberein-
stimmen (y)ﬂ) . In den Extrema von g gilt aber

o= 2
(48) dp

no o
=2cycosp +yirg+ i —et)sing =5 vy

womit der Satz bewiesen ist.

Wenn /@) 1in (45) nicht identisch verschwindet (d.h.

wenn der durch ¥ gehende Faserkreis nicht ganz in H liegt),

so hat () in O = @ <27 zwei reelle Nullstellen, die
nach (48) und (47) mit den Extremalstellen von g (und & )

tibereinstimmen.

Die Umkehrung des vorstehenden Satzes, ndmlich die Aussage,
dass die Schnittpunkte eines Faserkreises mit der Hyperebene H
extremalen Abstand von der I -Achse haben, ist somit richtig,

sofern nicht der ganze Faserkreis in // liegt.

Aus (46) und (47) kann man {iber die erwdhnten zwei Extrema
von o weltere Schliisse ziehen: Ist <l als Funktion von g
nicht konstant, so hat ¢ in 0 < (p <27 ein Maximum dm
und ein Minimum o, . Die extremalen Werte Fmax » §min
von 9 sind nach (46)

g::} =+, K, g +ct 2 \/(14,"-“{,‘ ri+g-) + 4y,

woraus durch Multiplikation
3 2 F 3 -
max'Fmin = ¥ (Vo +ho+Y,

folgt. Damit ergibt sich die schdne Bezlehung

(49) Ao Amin = €*
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Zur Diskussion der ganz in der Hyperebene H 1iegenden
Faserkreise bemerken wir, dass dieser Fall gemiss (45) genau
dann eintritt, wenn

(50) g, =0 , G2ty v, =Ct

ist. Dann haben die Punkte v der durch \, gehenden Faser S
die Koordinaten

v4 v/,o

u| _ [ vecosp +y, stnep

vo| 7 |~viosing +v,,cos¢p ?
Ve 0

d.h. sile liegen alle auf der zweidimensionalen Kugel
(51) ytryptayt =c* y=0

und haben somit alle denselben Abstand € von der V,-Achse
(b =honst.), Das Bild P” der raser r  ist der Punkt (¥,,0,0)
in S3, also eln Punkt auf der abgeschlossenen Strecke ZD*
zwischen den beiden Zentren. Damit beherrschen wir die Um-

I
kehrabbildung der B3-Transformation fir die Punkte von [) .
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Nun sei ein Punkt y = (¥, %, %) im Endlichen von s>

und ausserhalb der Strecke D* gegeben. Um die zu ){ gehbrende
Faser /1. zu bestimmen, genigt es, einen ihrer Punkte (_v,,)

zu ermitteln; (45) erlaubt dann die Berechnung aller Punkte

der Faser /l .

Besonders einfach wird die Berechnung der in der Hyperebene
H gelegenen Punkte von /'L . Wir setzen daher

(52) L = (“Vv;”’;,”{na)

und verlangen, dass J durch die B3-Transformation auf y

abgebildet wird. Mit (39) ergeben sich so die Gleichungen

- CitC m( c
3 ¥ T2 TRV mee
- g ct :
X = Bl - gm0 20

zur Bestimmung von WMz,#; ,4; . Durch die Einfihrung der Polar-
koordinaten Y) 4 in der e, Y -Ebene und I/\/,a) in der
¥ , V; -Ebene mittels der Gleichungen

-, Y% = Ycos b w, = Wceosw
(54) Yo = Y sin b w = Wsinw

18sst sich (53) schreiben als
(55) Yo = Getls 4,,_,% , )/=_2_W(1__L‘L) ,
Z w,‘+W M‘+W

(56) "3"'59’;

was genau der ebenen Birkhoff-Transformation (vgl. (40)!) von
der M{,N-Ebene in die %, Y -Ebene entspricht.
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Durch die B.-Transformation wird jede durch die unkonformen
Punkte gehende, in der Hyperebene k=20 gelegene zweidimen-

sionale Ebene gemiss der zweidimensionalen Birkhoff-Transfor-

mation auf eine Ebene von 33 abgebildet.

Bevor wir (55) nach w;, W  aufidsen, fithren wir die Ab--

stande e > 12 des Punktes ¥ von den Zentren
”* ¢
2y=(¢,0,0), B, =(c;,0,0) ein:

RN (S

no= \y -l + sty

In den durch die BB-Transformation & gegebenen Koordinaten
7 lassen sich #, und #, 1n sehr iUbersichtlicher Form
darstellen; durch Einsetzen von (39) in (57) ergibt sich nach
einiger Rechnung

(57)

(58)

Die Ausdriicke in den ¥ zeichnen sich vor denjenigen in den
Y, dadurch aus, dass die partiellen Ableltungen von 7,7,
nach ¥ auch beim Verschwinden von », oder r, noch ste-
tig sind.

Fiir die Abstinde des Bildpunktes y = &y, von den Zen-
a L/
tren (ausgedriickt durch », und W = (W' +w, )/‘ ) fin-
det man aus (58)

(59) r } = (wetc) + W

r 2\/“"1‘7“1"/&

Zur Aufldsung von (55) nach W,, W schreiben wir zuerst
die Hilfsgrdsse
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Y w, wt+ W —c

(60) x = (;'_ EC‘ N == M‘+M+c‘

mittels (59) als Funktion von 7 ,r, . Man findet

2 2
3 2 2 ry
(61) gy = tthlrct T et
2 = P a4 -
’ s+ W V4 ’

somit wird

(62) x = \/(";+’i)"—‘»‘¢"

r+r

). 1ist in den hier zugelassenen Fidllen immer reell und posi-
-

tiv, denn wegen y ¢ D gt r, +7,>2c. Mit der Defi-

nition (60) von 7€ bestdtigt man jetzt leicht, dass

6w (pm g ra) , W= Ve L

eine der beiden Umkehrabbildungen zu (55) ist.

Wegen (54) und (56) gilt nun
(64) w, = ()1,-5'3*5-*—)(1+7c) s u;:%(ﬂ% s m=)/‘(1+%) ,

und aus (61) folgt ferner

(65) P = Wienlrn® = -}-Z;;-m +\/(r;+r;)"—lfc‘] .

Da r,+r,>2c 1ist, folgt aus (65) p>c ; aufgrund von
(49) gilt somit p = dw . Die durch (62) und (64) definier-
ten Grossen w7, 44, #; sind also Koordinaten des von der

vy =Achse am weitesten entfernten Punktes der Faser Jr
(dusserster Punkt).
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Zusammenfassend kénnen wir fiir die Riicktransformation des
Punktes XY e Ss das folgende Verfahren angeben:
Liegt y auf der Strecke D" (c, <y, <G, =3 =0),
so sind nach (51)

v, =y - S +Ca

2 a C,+C
VR o= - (- = ‘)

v, =20

die Glelchungen der Faser /* » welche durch die B3-Transfor-
mation auf y abgebildet wird. Im allgemeinen Fall Y ¢ D
berechnet man zundchst /4, /, aus (57). Mit der Grdsse 7c
aus (62) liefert (64) u,, #; , i , womit der Husserste
Punkt (w;,n;,14,0) der zu )Y gehdrenden Faser s be-

stimmt ist. Schliesslich ist mit der Abkiirzung ¢ aus (65)

V(. 2cw
: ) 2c( W, cos @+, Scnip
(66) 3 T
wlp) = - (PLC )COSP \ 2.C(—m; singp +wicosp)
Vil(p) (p*=c?) sinp
eine Parameterdarstellung der Faser /7, (dies folgt aus (45)
und (46) ). Durchléuft ¢ in (66) das Intervall O &€ P < 21T,
so durchlduft () alle Punkte der Faser n .

&

Flir g =7C liefert (66) den Punkt von , mit minima-
lem Abstand von der I -Achse (innerster Punkt), denn die vier=-

te Komponente 14 (7€) verschwindet:

v(T) w;
W) or-m
%) - T W, :

i) 0
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1.5. Die Transformation der Differentiale

Wir setzen hier die Ausfihrungen von Abschnitt 1.3. fort und

untersuchen das Verhalten der B_-Transformation & im Kleinen.

3
Zu diesem Zweck ziehen wir wie friiher die KS-Transformation

k| 4
und die Inversionen :7, 7" neran.

Py
Die Inversion ./ transformiert die Différentiale séz

nach der linearen Abbildungsvorschrift
(67) du =1, dr

in die Differentiale ggg » Wobei .Z; die verallgemeinert or-
thogonale Matrix

(68) (I,.}“ = —%%—(r;‘o{,—z‘zz) , ket =1,2,3%

bedeutet (es wurden die Abkiirzungen (33) und (41) fiir =17
gebraucht). Die Funktionalmatrix .Z; der Inversion :7’ er-
gdnzen wir zu der 4-reihigen verallgemeinert orthogonalen
Matrix

=201 -2(x,~7)xy -2(x,~")x; 0

f 2¢ | =20, =7 % R*-2x —-2x;%x, 0
(69) 3= ¥ 2 =
%\ -2 (x,~1)x, -2 X3 X, R5%=2xy 0 |
0 0 0 o

2
mit welcher dann die Transformationsgleichungen fiir J im

Kleilnen auch als

b))
d.yl = d:x;
(70) dy,| = L\ we

0 0
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geschrieben werden k&nnen. Durch Einsetzen von (12) und (67)

in (70) ergibt sich nun die Beziehung

dy, ay,
ay, i,
0 dy,

welche die B3-Transformation & im Kleinen darstellt. Die

verallgemeinert orthogonale Matrix

(72) B =(b,) = 21,K1,
ist die Funktionalmatrix von & .

(71) ergibt in der untersten Komponente
0=b,dv + b,dy + bydy +b,dy

und dies ist die zur BB-Transformation gehdorende Nebenbedin-

gung. Um sie explizite aufzustellen, bietet sich der einfache
weg, die in 1.1. erwdhnte Nebenbedingung der KS-Transformation

4
der Inversion :7 zu unterwerfen,

Die vierte Zeile der rechten Seite von (12) enthdlt die

Differentialform

('73) /_'=2(L£¢ C{U.,—LL_, du’:."'u'; dufl‘u'v dub) )

i
welche mit der schief symmetrischen Matrix

-1

(74) (&) = 1

auch als
&

(75) [ = Zgr w, €ty
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geschrieben werden kann. Der Uebergang zu ¥ geschieht durch
Einsetzen der Inversionsgleichungen (32),

2¢c¥#i 2ci
“’1=1+—rr" ) Y= k=2,3,4 ,
[ 4 (4
(die BRezeichnungen wurden nach {68) erkiirt) und (67) in (75):

Aus der Antisymmetrie der Matrix (q,) folgt
L4

2 Eel% =0 ,
& =y

wodurch sich die Differentialform /  auf

4 #
Yo - —
/ = {Z%%-—':"0ﬁ+zckz_’8,u{jd%
=7

reduziert. Fiir die Faktoren &; von d4¥ unter dem Summen-

zeichen findet man durch Ausrechnen

a, =244 a,=2(gn~-cy)

(76 + a2 2z 2
) as = 2(yv,+cy) a,=c-V, -y -y +y

J

womit die Differentiaiform /  als

¥
(77) [ = —ff;—?aﬂdm

geschrieben werden kann. Um aus [7 die Elemente 64.&_ der
vierten Zeile von B zu bekommen, miissen wir gemdss (70) die
Koeffizienten von d"i in (77) mit dem Element (4,4) der
Matrix _Z; multiplizieren:

~ z
(70) b“= —’_-{—?,,.,—CLA ) l\» - 7,2, 3,4
v x
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Der Faktor von &, in (78) ldsst sich mittels (37), (33) und
(58) umformen:

(79) EC" = 2 ’ix = 7
s nt 20T+t +y) 2

womit (78) in

80 = Xy, -
(80) I S CET IR het2,3 4

ibergeht.

Die nichtholonome Nebenbedingung kann nun durch eine der
beiden Gleichungen

+ 4
(1) ia,‘alw, =0 , E bualti =0

dargestellt werden.

Wir verzichten auf die Berechnung der ilibrigen Elemente von
f3 auf dem eben beschrittenen Weg,da sie mit geringerem Auf-
wand durch partielle Differentiation der Gleichungen (39) er-

mittelt werden koOnnen. Es seien lediglich die Resultate ange-

gebens
byl (/+4 *‘6‘)‘ + (G+SE) 45 ry)
bp| —24u(y+c) &
ba| —24uW+c) g2~
byl 2 44 (G g +y") Y
. &~
(62) o\
by -2v[u(i-c)-2c4u/ N
ba| (e +5 ) +(G-CN -5 +5") +4c 445 RS
bas| ~2ev (el -i5") - 24 4 (1-c) £
byl 2(15 4 ~Ch)(+K+15) =
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ba| —24[n(v-c") + 2cni]
by| 2¢k4 (G -©+5)-24 45 (Vi) £
bus| (5 +a #5345 -ENG - ) - ¥ ek 4 1, £
(9]
bul 21 4 +cy )G 44 +1,) = +
(TN
(+2) e 2 a2 g i
bl 2% 4 (K +y +45)) S 4
a it
ol 204 4% -en)oi+v, +i4) 5N
2
bs| 2 (v % +c )+ +4,) E
bul (€% -v'=v5 +1 ) v+ y)) ©

In expliziter Form lautet die Nebenbedingung (81)

2y u-dy +2(y v -Chy)di; +2(v 14 +cn)dy

(2a) ,,(C‘_;".'-V'_‘—V:*%’)dv# =0.

Aufgrund der Normenproduktregel (27) gilt wegen (72) fiir
die Norm von B H

N(B) = 4N(T,)-MK)-MT,)
=i"-,,—c:-~lf(uj Uy FU+ U _%c:_ ,

was durch Umformung mittels (79) und (37) in

.- UG s+ U )
(&3) MB) = 5 VE i iV;‘ *

Ubergeht. Die Anwendung der Beziehung (24) auf die Inversion
3
7 liefert ferner

f——m
=Vx‘,+x:‘+x:' = W+ U +u+u, .

P
S5

Einsetzen von (84) in (53) ergibt schliesslich

ME) = i

v
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- s YA
(8')) BB = WE .

Indem wir nun die Matrizengleichung (71) von links mit ihrer
Transponierten multiplizieren, finden wir unter Verwendung von
(85) die wichtige Beziehung fiir das Bogenelement 4 :

(86) dsl,aé,:fd]:"@‘z = —V':*—’ax%;r(dw‘*dv,’i-dg’#dtf) J

(3

Das Ergebnis, dass in dieser Metrik keine gemischten Glieder
auftreten und die Quadrate denselben Faktor aufwelsen, war zu

erwarten, weil alle betrachteten Abbildungen konform sind, falls
die Nebenbedingung erfillt ist.

In (86) muss man unter 7,r; Abkiirzungen fiir die in (58)
definierten Ausdriicke in den VY verstehen.

Da die Matrix & reguldr ist, lassen sich die Linearformen
(71) umkehren:

y, oy,
OLV,_ -7 oév‘
| =B |y -
ov, 0

Die nach (87) aus 064 berechneten Differentiale Ct% er-

fiillen die Nebenbedingung, wie die Multiplikation von (87)
mit B (von links) zeigt.

(37)

Aus (85) folgt

-7 a 2 2. 7
(8) B = M+h +4 B
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womit (87) definitiv als

3
2 2 2.
Wiy
(89) dy = - o Eb"“é"" , k=1,2,3,4
L=y

geschrieben werden kann.
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1,6. Geometrische Eigenschaften

Da die B3-Transformation durch Zusammensetzung der KS-Trans-

formation mit Inversionen entsteht, haben die beiden Transfor-
mationen weitgehend dieselben Konformitdtseigenschaften., Diese
wurden schon in 1.1. kurz erwdhnt [2]; Jetzt sollen sie noch -

etwas ausfiihrlicher gestreift werden.

Sei 4 # 2,2, ein Punkt im Raum S° und V'¥) der 1i-
neare Raum der von & ausgehenden Vektoren &V .Y sei der
Bildpunkt von & bei der Bj-Transformation % und Y‘Cy)
der lineare Raum der von y ausgehenden Vektoren géy « Im
welteren bezeichnen wir mit V’(v) (on b/(kf denjenigen
Teilraum von b/(V) , welcher alle die Nebenbedingung (82a)
erfiillenden Vektoren <l enthilt.

Die Nebenbedingung vertangt, dass bV zu dem durch (76)

gegebenen Vektor
_a_'(_K) = (aij a,, a’J/ a’l)

orthogonal steht (um die Abhdngigkeit vom Ort in SA zZu ver-
deutlichen, setzen wir ¥ als Argument hinter einige Symbole).
L/}V) ist somit das orthogonale Komplement bezliglich b/(bj
des durch @(¥) gegebenen eindimensionalen Vektorraumes /ﬁ(vﬂ

Die Bj-Transformation im Kleinen (71) beschreibt nun eine
lineare Abbildung ;? von V’Ck) auf )’C;Q . Der Kern von
(Unterraum von P/CZ) » Welcher auf den Nullvektor abge-
bildet wird) ist der Vektorraum /4 (v) , was sofort aus der
vierten Komponente der Gleichung (71) folgt.

Die zwel Nachbarpunkte V¥ , v + a(v) dr in s* werden
durch die BB—Transformation auf denselben Punkt abgebildet,
da der Zuwachs a(v)dT im Kern von 3{7 liegt. Somit ist der
Vektor a(v) stets tangential an die durch ¥k gehende Faser.
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Die Abbildung ?? kann man sich zusammengesetzt denken aus
einer Drehstreckung (Multiplikation von dV mit der verall-
gemeinert orthogonalen Matrix [3 ) und einer anschliessenden
Projektion (Nullsetzen der vierten Komponente). Die Vektoren
Q € V;_V) haben nun aufgrund der Definition von V-'(_l_’)
die Eigenschaft, q;is sie durch die Drehstreckung allein schon
in Vektoren von [ (y) (mit verschwindender vierter Komponente)
iibergefiihrt werden. Somit wird der Raum Vﬁ?g) durch die
B.-Transformation winkeltreu auf den Raum )’2¥) abgebildet.

Dies 1mplizi%rt natirlicéh, dass Jeder zweidimensionale Teil-

raum von b/(g) winkeltreu auf einen zweidimensionalen Teil-
3

raum von YQ} abgebildet wird.

Zusammenfassend kénnen wir auch hier den in [2] fiir die
KS-Transformation formulierten Satz aussprechen:

Die zu den Fasern (66) orthogonalen dreidimensionalen Flichen-

elemente in 34 werden durch die B.-Transformation winkeltreu
in den Raum 53 abgebildet.

Es taucht nun sofort die Frage auf, ob es drei- oder zwei-
dimensionale Flichen oder wenigstens Kurven in 84 gibt, bel
denen fiir jeden Punkt v der zugehdrige Tangentialraum in

Vs(y) liegt.

Fiir die dreidimensionalen Flichen muss die Frage negativ be-
antwortet werden, wie sogleich gezeigt werden soll. Dies hidngt
natiirlich damit zusammen, dass die Nebenbedingung (82a) nicht-
holonom ist,

Die Gleichung der gesuchten Hyperfliche sel als

(90)  F(y,4,4,%) = konst.

angesetzt. ZF/ 9y, (k=1,2,3,4) sind dann die Kom-
ponenten der Flichennormalen, welche zum Vektor a(y) parallel
sein muss, damit alle Tangentialvektoren der Hyperfléche die

Nebenbedingung erfiillen. Es muss also
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2F

(91) o

=/{(K,V;)‘{,,V’)'a“ p) 4’1/213/#

gelten mit einem von Null verschiedenen Proportionalitidtsfak-
tor A und den in (76) definierten Koeffizienten &, . Um die
méglichen Losungen des Systems (91) etwas einzuschrédnken, wol-

len wir drei der sechs Integrabilitdtsbedingungen

2 28 _ 2 2F

(92)
v Iy % 9%

’ k,le1,2,3, ¢+ , kpl

heranziehen. Aus den Gleichungen fiir k=7, =2 bzw., k=1,
£=3 folgt durch Elimination von 9/(/'9\/,

(93) a.,(a,?—’z- —-a 24

—) =0.

Andrerseits lautet die Integrabilitidtsbedingung fir k-z,é’-a

A A
4 —
(94) a, o0, a, P

=4ch

Da A% 0 und c 0 (siehe (30)!) gilt, kann die linke Sei-
te von (94) nicht verschwinden. Wegen a, =21, folgt
nun aus (93) ¥ =0 oder i, =0 . Man {iberzeugt sich leicht
davon, dass keine dieser beiden Flidchen unser urspriingliches
Problem 186st, Die dreidimensionalen Flichenelemente V/?IJ
lassen sich also nicht zu Hyperfilichen integrieren; sie sind
"stachlig" in st angeordnet.

Dle Frage der zweidimensionalen Flichen, bei denen Jjeder
Tangentialvektor die Nebenbedingung erfiillt, soll hier nicht
vollstdndig diskutiert werden. Dass solche Flidchen existieren,
sahen wir im Abschnitt 1.4.: Es sind die Ebenen in ¥ =0 ,
welche durch die beiden unkonformen Punkte, d.h. durch die

¥ -Achse gehen.
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Die Gleichungen einer solchen Ebene G sind
=) C0s®, K=l Snw, =0 (v beliebig )

mit der Konstanten w und den Parametern 14,4 . Die Neben-
bedingung (82a) in den Punkten von & heisst

2cy, stnwdig +2cy cosw dvy +(ct -yt -1} ), =0

sie wira rir alle Werte der Parameter 4, #, von den beiden
linear unabhingigen Vektoren

(+]

cos w
dv=|
Sin w

0

dy =

O © QO =

erfiillt, welche tatsdchlich in der Ebene G liegen. Somit er-
fillt Jeder Vektor von G die Nebenbedingung.

Alle Faserkurven, welche die Ebenen G schneiden, schnei-
den sie unter rechtem Winkel. Wir finden somit best&dtigt, dass
die Ebenen C; durch die BB-Transformation mit Ausnahme der
unkonformen Punkte &, 2, konform auf Flédchen von 83 abge-

bildet werden.

Wenden wir uns nun den Kurven zu, deren sdmtliche Tangen-
tialvektoren die Nebenbedingung erfiillen! Wir bemerken zunidchst,
dass differenzierbare Kurven, die ganz auf Flichen der oben
diskutierten Art verlaufen, in trivialer Weise die verlangte
Eigenschaft haben.

Es ldsst sich sogar zu jedem stetig differenzierbaren Kur-
*
venbogen (: in 53, welcher die Zentren meildet, ein Kurvenbo-
4 »
gen C in S° so angeben, dass C durch #& aur C abgebil-
det wird und dass alle Tangentialvektoren von C: die Neben-

bedingung erfiillen.
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Wir wollen dies hier durch elne explizite Konstruktion von
C: einsehen. Zu dlesem Zweck verwenden wir in 83 rdumliche
elliptische Koordinaten. Dadurch kénnen wir aber nur solche

Kurvenbogen C*zulassen, welche die )/,-Achse nicht schnei-
den. Wir verzichten darauf, die Gliltigkeit der obigen Aussagé _
auch fir die _)/,-Achse schneidende Kurven zu zeigen, da spidter
die Korrespondenz von Kurven in 83 und S4 mittels Differen-

tialgleichungen allgemein behandelt wird.

Die elliptischen Koordinaten E ) 7) x des Punktes
X =(Ye, ), % ) Deziglich der Zentren =2/ =(c,,0,0),
3:= (c.,0, 0) ( cy—¢, =2¢ ) sind definiert durch

( Ez%& (§>¢<),
95) .

7=z (It<<)
und

(96) Ce*= y,+ iy, .
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r,,nn sind die in Gleichung (57) definierten Abstinde des
Punktes y von den Zentren,und C} X sind Radiusvektor und
Polarwinkel in der Projektion auf die ), Y, -Ebene.

Zur Berechnung der cartesischen Koordinaten )y, ,):,y; aus
den elliptischen E/ 7, X Dbestimmt man sich zundchst die
HilfsgrGssen

(97) g* - /g N c* , ’7Z*= e 71 ;

dann ktnnen die leicht zu verifizierenden Bezlehungen

() c(n-%3%) =€y, L=E7"

und die Gleichung (96) verwendet werden.

Die am Ende von 1.4. als Sequenz von Substitutionen beschrie-
bene Methode zur Riicktransformation eines allgemeinen Punktes
von 53 in S4 ldsst sich in eine einzige libersichtliche Formel
zusammenfassen, wenn in S3 die oben definierten elliptischen
Koordinaten verwendet werden. Dazu driicken wir zundchst die
durch (62), (64) und (65) definierten Hilfsgrdssen X, w,, hg,

w; , ¢ mittels (95), (96), (97) und (98) durch die elliptischen
Koordinaten § 7 ,X aus und setzen alles in (66) ein. Nach

dem Kilirzen des positiven Faktors (E-f- E ) ergibt sich

vi ’?

v c " s (x-9)
(99) w| ~ E- Eemsp | 7" sin(z-p)

Ve f sn g

Die vier Grissen §,- 7,X,¥ kdnnen als krummlinige Koordi-
naten in 34 aufgefasst werden, durch deren Angabe ein Punkt
in S* eindeutig bestimmt ist. Dabei stellen die
g ’7 x - konst. die Faserkurven dar. Um die zur BB-Trans-
formation gehdrende Nebenbedingung in den Koordinaten% n.XP
aufzustellen, muss man (99) differenzieren und in (82a) ein-

setzen. Das Resultat dieser etwas umstindlichen Rechnung ist

P -Linien"
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die schdne Beziehung
(100) (B~ 7")dlp = (c*- ')l

»
Zur Konstruktion der Kurve C sei Jetzt C in ellipti-

schen Koordinaten durch die Parameterdarstellung

(101) §- §('c) , =90, X=X

gegeben, E(r), 7/2') ) x(z-) sind stetig differenzierbare
Funktionen des Parameters T , da C die ) ~Achse meidet

( X 1st dort nicht definiert). Gleichung (99) liefert nun die
Parameterdarstellung ¥ /Z) (k = 7,2,3,4) der gesuchten
Kurve C., wenn P(Z? so gewdhlt wird, dass die Nebenbedin-
gung (100) erfiillt ist. Setzen wir fiir den Parameterwert 7T,
p(g) = p, fest, so ergibt nun die Integration von (100)

z

(102) plt) = @ + /E;———c‘_’?‘ “x dt
o T —‘7. div .

Das Integral in (102) ist wegen

él— 7" = Kr, >0

immer eigentlich. Durch (99) und (102) ist die Kurve C de-
finiert. Nach ihrer Konstruktion besitzt sie wirklich die ver-

langten Eigenschaften.




_47;—

2. REGULARISIERUNG DES RESTRINGIERTEN DREIKOERPERPROBLEMS

2.1. Einfiihrung der rdumlichen Birkhoff-Koordinaten

Im restringierten Dreikdrperproblem betrachtet man die Bewe-
gung eines Mobils 77 von unendlich kleiner Masse unter dem
Einfluss der Newtonschen Anziehung durch-die beiden zentralen

Massen (7 —u) und u ( 0 < m <7 ), welche auf Kreisen um
ihren Schwerpunkt o rotieren (dies ist mdglich, da das Mobil
die Bewegung der zentralen Massen nicht beeinflusst).

Durch die obige Bezeichnung der zentralen Massen wurde
die Masseneinheit als die totale Masse der Zentralkdrper
festgelegt. Als Lingeneinheit soll der Abstand der zentralen
Massen und als Zeiteinheit die reziproke Winkelgeschwindig-
keit bei der Rotation um o gewdhlt werden. Nach dem dritten
Keplerschen Gesetz hat dann die Gravitationskonstante den
wert 1,

Zur Beschreibung der Bewegung von 7t verwenden wir das
Koordinatensystem Y,, Ja,); » Welches so um die )4 -Achse
rotiert, dass die zentralen Massen stdndig die Koordinaten
(-&,0,0) bzw. ({—p, 0,0 ) haben. Da die Mobilmasse
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sich aus den Bewegungsgleichungen herauskiirzen lisst, sei
Jetzt 7 =7 gesetzt,

Die Differentialgleichungen fir die Bewegung des Mobils
sollen nach der Methode von Lagrange aufgestellt werden. Zu-
ndchst finden wir fiir die kinetische Energie / von m

a .
7 ='Z‘()" + %+t

Dabei sind (¢=17,2,3) die Koordinaten des Mobils, und

Punkte bedeuten Ableitungen nach der Zeit t .

Die Abstinde /,,/; des Mobils von den Zentren (_/4,0, 0),
(71—, 0,0) sind gegeben durch
re= )+ Yy

(103) A L T
Br= (ot 1) + ey,

woraus man durch Linearkombination die Beziehung

(108) (7 =pdg ™+ phi® = Y Y+ 5"+ (1 —ph)
folgern kann.

Fir die potentielle Energie 95 unseres Systems gilt

(105)  Ofyyys) == L5 LA () B

[ I 3

wobel @ eine frei wihlbare Konstante ist. Driickt man in
(105) den von der Zentrifugalkraft herriihrenden Term

— 5 (Y*+y*) mittels (104) durch #,7,y, aus und setzt
zugleich

O = —F pl1-p),

so kann man fir ¢ auch schreiben

2z

(106)  Plyy) == )G rZ) s (L + E)e 2.
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Schliesslich bekommt man durch Addition der kinetischen und
der potentiellen Energie die totale Energie

(107) k= L(yte 32eyst) + Pl )

fiir dle bekanntlich der Energiesatz
(108) _;‘ii"__—_o, h= konst

gilt. Die rechte Seite von (107) wird hie und da auch Jacobi-
Integral genannt.
Die Lagrangefunktion [ des restringierten Dreikdrperpro-

blems enthilt nebst den Termen / und —@ ein durch die
Corioliskraft bedingtes zusidtzliches Glied:

(109) L= LGreyieys) v+ % —O04 ) -

Damit lauten die Bewegungsgleichungen

(110) d_(_aé)_ _9_[_—._—_0 i=1,2,3 .
dé\ 2y, 2.y ’

Wegen der in (106) auftretenden Nenner /,,/, weisen die
Bewegungégleichungen (110) beim Verschwinden eines der Nenner,
also beim Zusammenstoss des Mobils mit einer der zentralen
Massen, Je eine Singularitdt auf,.

Die Regularisierung einer Singularitidt in einem System von
Differentialgleichungen besteht darin, neue Variable so einzu-
fihren, dass das transformierte Gleichungssystem an der betref-
fenden Stelle nicht mehr singuldr ist.

Einerseits ist nun bekannt, dass die ebene Birkhoff-Trans-
formation [6] geeignet ist, beide Singularititen im ebenen re-
stringierten Dreikdrperproblem miteinander zu regularisieren.
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Andrerselts ermdglicht die KS-Transformation [2] die Regulari-
sierung der Singularitdt in den Bewegungsgleichungen der ge-
storten Keplerbewegung. Da die B3-Transformation sich in zwel
Zentren so verhilt wie die KS-Transformation im Nullpunkt, 1ist

die Vermutung naheliegend, dass die B.-Transformation sich eig-

3
net, um das riumliche restringierte Dreikdrperproblem an beider
Singularititen zu regularisieren. Die MSglichkeit einer sol-

chen Regularisierung zu zeigen und sie explizite durchzufilhren,

ist das Ziel dieses Kapitels.

Um die B3-Transformation auf das oben definierte restringiel
te Dreikdrperproblem anwenden zu kdnnen, milssen wir zunidchst
die in (39) noch frei gelassenen Konstanten spezialisieren:
Die Abszissen der beiden Zentren betragen Jetzt

Cp = —p , G =1T-p ,

woraus folgt

111 — C2—C, _ 1 are T _
(111) ¢ P) 2 > z z M

Dies soll fortan in allen aus dem ersten Kapitel ibernommenen
Formeln gelten.

Nun wollen wir die Bewegung, gegeben durch (110) und die
Anfangsbedingungen zur Zeit f=0,
(112)  yO)=yo»  N(O)=Y 1=1,2,3 ,

in den durch die B3-Transformation

/ 7 _ulur )
7 % (- % —Vm)

(113) Yo = 7‘(";"‘ VL E K
_ 7 wvi— 7)) + ki

%= (4 2l
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definierten verallgemeinerten Koordinaten w ,%, 4, ¥, be-
schrelben. Diese sollen aber stidndig der der nichtholonomen
Nebenbedingung (81) entsprechenden Gleichung

(114) f_ Gyl =0
-y

geniligen, wobei Jetzt

a a_f_y‘g_‘{l._‘{:.*"&

(115) ay'z‘;“;au=2‘fl%"‘.’!)a‘j-zycyb+‘{) (i

zu setzen ist (entsprechend muss man sich auch in 5ot , by
die speziellen Werte (111) eingesetzt denken). Damit ist die
Anzahl der Freiheitsgrade wieder gleich drei. Wird die Lagran-
gefunktion (109) durch die ¥ ausgedriickt (unter Forderung
der nichtholonomen Nebenbedingung (114) ), so lauten die La-
grange-Gleichungen fiir die Funktionen ¥ (%)

116) d_l/;)_’a/-= -7,2,3,4.
( dt(a.g P Aa,, k=7,2,3,4

Dabei ist der Lagrange-Multiplikator A(£) eine weitere
(finfte) unbekannte Funktion (mit (114) und (116) sind auch
finf Gleichungen zu erfiillen).

Um die Umformungen an (116) iibersichtlich zu gestalten,
verwenden wir dazu die etwas verallgemeinerte Lagrangefunktion

(17) L= L0t +y0)+ 2 S b Yo ) =P e, Yis ) -

£=q
ﬁ]}a,y;,)g) sind zundchst beliebige, in allen Argumenten
stetig differenzierbare Funktionen, die spéiter wieder spezia-
lisiert werden sollen. Von der besonderen Form (106) der Funk-
tion @ machen wir in diesem Abschnitt keinen Gebrauch; im
Hinblick auf 3.1. lassen wir hier sogar eine explizite Zeitab-
hidngigkeit von 05 zZu.
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Unter Verwendung der Bezlehung (86), die sich mittels
Zeitableltungen auch als

(18) gty = it (40407 #5444

+ W+

schreiben lidsst, findet man fiir die Lagrangefunktion (117)
den Ausdruck

_1. r,“/ (Gt +it e+ 51)
3

Zf(y,,x‘,y,)i — Py, ¥5t)

Paut
wobel aus dem 1. Kapitel die Abkilirzung

b;c=_g‘9f‘)

Uibernommen wurde. Yy, ,56,, , %y

(119)

c=12,3
t=12,34

" muss man sich gemidss
(113), (82) und (58) durch die K ausgedriickt denken. Durch
Differentiation von (119) ergibt sich

L e N
v, R % +‘z_£b“‘ ’ kat12,34
QL_ 1 a 2 a_ ..a D 1y 3
2y 7 (5t i) o (V, ) *
S 42 D hbu= 2 0anit)
lwy

womit die Lagrange-Gleichungen (116) als

df Atk

+%‘éé[§(f 54)-%(25 b‘.,)j

1 D¥ ST T S 2 ] 3
-7 (% iy, )5‘; (’,;’1;%{:7,,—;)1"2 ¢{)¢,x,x‘,-t)-la‘,

a_ ( _rn V)

angeschrieben werden k6nnen. Die Summe iiber den Ausdruck in
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der geschweiften Klammer vereinfacht sich durch Ausdifferen-

zieren zu
p, b, — b, b
WZ-?(?J T o, )
3
-0 (& - Z)bsb,,
=" %

wodurch (116) die folgende Gestalt annimmt:

i) 200 (B -t

3
K ) 2l -
2(v + +l4~fV,.)a G E o by=Aa,
i

Nun soll die Grdésse A unter Verwendung der Nebenbedingung

(120)

(114) eliminiert werden. Dazu erinnern wir daran, dass wegen
(80) und der Orthogonalitit der Matrix (b,,)

#
(121) E b,a,=0 , i=72,3
ad

gilt. Durch Multiplikation der k -ten Gleichung von (120) mit
a; und Summation iiber 4k ergibt sich wegen (121)

df nn N\ BV +V,+r E r.
ak v y*.;V“% alr ( + -+,

(122) — U\ Y : ) Ol ¥
= /1 a,:

h=¢
Zur welteren Umformung setzen wir die zur Matrix ( b“,‘) geho~

rende Orthogonalititsrelation (85), die auch als

() B (et = 5 S b

Vo +Va+vs -
rgr

geschrieben werden kann, in den zweiten Term {2 der linken
Seite von (122) ein. Wir finden
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/1 < 2
ﬂ-—zZ_%a—.,Z me by % 4
-

rg=d T
s < 24
= — L2 4.
ch\?k’ éh’
Yl (]
A popet

Partielle Differentiation von (121) nach ¥ ergibt

A

R

4 '3 &
b'lr 904,_: _ a, 26, S oa, 95“: 12,34
Z- “ . v, Z_ 2y 7
ket g A=t

womit sich L2 weiter vereinfachen lisst:

“ 3
2@1. S
{2 - -:5‘2‘7-‘?4; b, b,

k//‘l"/
< 7y
. v V2 .
b Eai V¥, - ‘{. ’
Aoy

Setzt man dies in (122) ein, und verwendet man zugleich die
aus (80) und (85) folgende Beziehung

¢
2 2 &
a = 4’:’1("7“4"“4‘) >
hcot

so geht (122) iiber in

§
20 Zfiia > anf =dnntinte),

kv

wird die Nebenbedingung (114 ) gefordert, so folgt aus (124)

(125) A(t) =0,

sofern K'+4'+vi#0 wund %47 %0 ist. Die erste Bedingung,
ndmlich dass die b, -Achse nicht erreicht wird, ist im Fall des
restringierten Dreikérperproblems immer erfiillt, wie im ndch-
sten Abschnitt ausgefihrt werden wird. Dagegen kann sehr wohl
¥, oder r, verschwinden (Zusammenstoss des Mobils mit einer
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der zentralen Massen). Aus Stetigkeltsgriinden gilt aber auch
dann A= 0 . Jetzt lauten also die transformierten Bewegungs-
gleichungen (120)

J
sl i)« 0 4 0 (5 - et

3
e .a 53 . a Ei 29
- 'ZZ'( 7 +43 ""‘./va*yfl)é%‘(;;’ 42"‘4.;;!) +'" 2)2 b&k=0'

(126)

k-7,

» 3 L
&y 2y T

Die Anfangswerte der Lagekoordinaten fiir das System (126),
(121 v(0) =%, k=234 ,

ergeben sich aus den Anfangswerten (112) durch Anwendung des
am Schiuss von 1,4. beschriebenen Ricktransformationsverfahrens
mit einem bellebigen Winkel ¢ ( 4, hat Jetzt elne andere
Bedeutung als in 1.4.).

Die Anfangswerte &, der Ableitungen miissen dann natiirlich
so bestimmt werden, dass sie zusammen mit ¢, die Nebenbedin-
gung erfiillen (es wurden ja von Anfang an nur solche Geschwin-
digkeitsvektoren zugelassen). Dies ist der Fall, wenn wir ge-

miss (89)

¢ 2
o

. 3
- o _ Yo *H, +Y% ‘
(28) G, =R O= LRSS bulb) e s Ami2as
P

’

setzen. Die Losungen ¥ (¢) des Systems (126) mit den Anfangs-
bedingungen (127) und (128) erfiillen nun die Nebenbedingung
wirklich zu allen Zeiten, wie (124) mit A =0 zeigt.

Wir haben somit durch die Differentialgleichungen (126) und
die Anfangsbedingungen (127) und (128) in s* eine "korrespon-
dierende Begggggs“ zur urspriinglich in 53 durch die Lagrange-
funktion (117) und die Anfangsbedingungen (112) gegebenen Be-
wegung konstruieren ktnnen. Alle Geschwindigkeitsvektoren
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der Bahnkurve in S4 erfiillen die Nebenbedingung, und durch
die B3-Tragsformation wird die Bewegung in 84 auf die Bewe-
gung in S~ abgebildet. Das in 1.6. mittels elliptischer Koor-
dinaten geldste Problem der Transformation einer Kurve c*
von S° in eine Kurve C von S* ist also hier mit Hilfe der
Differentialgleichungen von C* und € automatisch geldst

worden.

Man darf aber Jetzt (im Gegensatz zu 1.6.) zulassen, dass
die im Endlichen von 83 gelegene Kurve C” die y,-Achse
schneidet (ausserhalb der Zentren). Da die Punkte k=4=0
durch die BB-Tr'ansfor-mation auf die Punkte Yy, ™), =0 abge-
bildet werden, schneidet die zu C* gehdrende Kurve C aie

¥, , % -Ebene. Die Schnittpunkte liegzn aber alle ausserhalb
der V¥, -Achse und der unkonformen Punkte. Da sich die Differen-
tialgleichungen (126) in diesen Schnittpunkten regulir verhal-
ten, ldsst sich die Kurve C ohne welteres iiber einen solchen

Punkt hinaus fortsetzen.
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2.2. Transformation der Zeit

Zur Diskussion der regularisierenden Wirkung der B3-Transfor-
mation spezialisieren wir jetzt die Differentialgleichungen
(126) auf die Lagrangefunktion (109); wir setzen also

(129)  £(YMX) ==X, fom=¥., f=0

wodurch (126) in

(it t) +25 (b, bu ~beb.)

& (st 1)+ 20 (b, b 5.0
l=1

1 in e pan & R 2
- -Z(l{ i, Y, +K73;k-(——£1——r)+ 2—1;; @()4»)'4,)6;[')=0

AR

(130) ke1234%

ibergeht., Gleichzeitig legen wir der Funktion @ wieder die
spezielle Bedeutung (106) zu; insbesondere scoll also wieder

2¢ _,

2t
gelten. Daraus ldsst sich die Existenz eines Energieintegrales
folgern, indem man die k -te Gleichung von (130) mit Q
multipliziert, iber A& summiert und nach ¢ integriert. Ein-
facher bekommt man dieses Resultat durch Uebergang zu den
Birkhoffschen Koordinaten in (107):

1 I . 5 ; .
(131) _Z__‘/:T;‘ii‘,‘_‘f:_yg_‘ (%3+K“+‘4‘+%7+¢(y()y21y3) = h -

Die Singularitdt beim Verschwinden eines der Abstidnde %4,/
ist in den Gleichungen (130) immer noch vorhanden. In Anleh-
nung an bekannte Methoden (z.B. Levi-Civita [3] ) versuchen
wir, durch Verwendung des Energieintegrals und durch Einfiih-
rung einer neuen unabhingigen Variablen aus (130) regulire

Gleichungen zu bekommen.
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Wir multiplizieren zu diesem Zweck (130) mit ~ %4 ,/?h'*V *y")
und ersetzen den dritten Term mittels des Energlesatzes (131):

e d IeXs) v
"_l_'—:"_"'x_
AT ARY; démkj"'{j (b "R ef/.) ¢

% ]

(132)

1t nn__ 2
+(@{_y,,)4,,V) k)a (V' AT /)+ n‘+n7+wa—;;"¢{y~)‘/¥)=o'

3

Wird nun anstelle der Zeit ¢ die neue unabhingige Variable S,
durch die Beziehungen

ol a d
(122) AL ds, " o
(134) a_éé =-rn

4

eingefiihrt, so geht (132) in

d 1 a P
e S2) 20 (b bk b)

-+ (V,L"'V“'*'V:)% +l/" (@(J/' 'y,_,y, h)] =0

(135)

iber. Einsetzen der in (106) definierten potentiellen Energie @
in (135) ergibt schliesslich nach Kilrzen mit # bzw. /2 in
der geschweiften Klammer

St ) D (bbb

+/‘7‘*V;‘+V,‘a—9— /47u)r(1+:’1:/:zr*(:tj-)+rr(iﬁ h) -0

(136)

hm72,3,4.
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Denkt man sich im DifferentialgleichungssystemA(136))4,’})
b,, gemiss (113), (58) und (82) (mit c=%) durch daie %
ausgedriickt und die partiellen Differentiationen ausgefiihrt,
so erkennt man, dass dieses Gleichungssystem beim Verschwinden
von /4 bzw. /%2 nicht mehr singuldr ist. Mit dem Differential-

gleichungssystem {136) ist also die simultane Regularisierung

beider Kollisionen im r#@umlichen restringierten Dreik®rperpro-

blem geleistet.

Hingegen ist das System (136) in allen Punkten der W;-Achse

*+4' +4* =0 singuldr. Dies schadet aber der Regularisie-

Ve
rung nicht, denn jene Punkte sind Urbilder des unendlich fernen
Punktes des physikalischen Raumes SB. Sie werden somit vom
Mobil in endlicher Zeit nicht erreicht.

Nebenbei sei erwdhnt, dass in Zhnlicher Weise bei der ebenen
Birkhoff-Regularisierung [6] der Nullpunkt als Urbild des Un-
endlichen singuldr wird.

Natiiriich milssen zur Integration von (136) die Anfangsbe-
dingungen (128) auf die regularisierende Zeit S, umgerechnet

werden:

3
(37) ZE o (g gl eit) D bufa)Y, 5 ke1234.

4 S =0 P2

Die Energlekonstante A kann aus den Anfangswerten im physika-
lischen Raum mit Hilfe von (107) berechnet werden.

Die Gestalt der Gleichungen (132) legt es nahe, eine von
(133) abweichende Zeittransformation zu verwenden:

-~

o - 2 r
138 - [Ern s & __ hhn &
(138) s /_"771—# ) ds WHTFGE
o
beziehungsweise

ol e s
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Die Regularisierungseigenschaften von (133) und (138) sind
dieselben. Die Differentiale &S, und a5 unterscheiden sich
Ja nur durch den Faktor n‘f-u‘+—5‘ , der fir endliche Zei-

ten immer positiv und endlich bleibt.

Mit S als unabhingiger Variablen findet man aus (132) die
regularisierten Bewegungsgleichungen

oy 3 oy
et Zé(b« b~ b, by s h=1,2,3,¢

(140)
L2 [ ) pn o) ernfE )|
oy it oyt

Flir die Anfangswerte der Ableitungen gilt hier

(141) dyl - f b, (%)Y.o > k=12,34.
ds|,_, < ’

Die Verwendung von S als unabhingige Variable liefert et-

was einfachere Differentialgleichungen; z.B. treten in (140) -
im Gegensatz zu (136) - die ersten Ableitungen dtz/ds 1i-
near auf. Dagegen ist der Parameter S, fi{ir numerische Rech-
nungen etwas besser geeignet, wie in 2.4, ausgefiihrt werden

soll.
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2.3. Formelzusammenstellung

Im Anschluss an die Aufstellung der regularisierten Bewegungs-
gleichungen fir das restringlerte Dreikdrperproblem soll jetzt
eine Uebersicht iiber die wichtigsten dabei aufgetretenen For-

meln gegeben werden. Wir ordnen die Gleichungen derart an, dass

puterprogramms dienen kann.

In dem restringierten Dreikdrperproblem, das durch einen
speziellen Wert des Parameters i (0<p<?) gegeben ist
(siehe 2.1. !), soll die Bewegung )ﬁ(?) des Mobils m im
rotierenden Koordinatensystem Y, y,), aus Anfangslage y(0)
und. Anfangsgeschwindigkeit )&ﬂ» bestimmt werden. Gemiss
(112) 1st also fiir die Zeit Z=20

x(o) '_)5',0 2 .)3(0) -)3‘,0

gegeben ( der Index dﬁ durchliauft in diesem Abschnitt immer
die Werte 72,3 ; k und € jedoch laufen von 4 bis # ).
Damit lassen sich die anfidnglichen Abstédnde b, %, des Mobils

von den Zentren aus den zu (103) analogen Gleichungen

o = o VY13 5 1o = \fo #1345 %

berechnen. Nun ergibt sich die in den regularisierten Differen-
tialgleichungen auftretende Energiekonstante h aus der Be-

ziehung
b= 3 o0 53] - (- pa) (e + 5 s 4 52)

welche aus (106) und (107) folgt.

Die Anfangsiage i;, flr die Bewegung im vierdimensionalen Pa-
rameterraum 34 kann nach dem am Schluss von 1.4, beschriebenen

Riicktransformationsverfahren ermittelt werden. Dieses Ziel kann
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.

man auch erreichen, indem man zunichst gemiss (95), (97) und

(96) die elliptischen Koordinaten § )7, X des Moblls und
%

die Hilfsgrbssen § , 'rf berechnet:

E - Ca)_"" 2.0 , n = %o 2—'20
3 /EY 1 * 4
E - E - 5 '7 - ' _73
beliebig, wenn ) ,™ Vo =0
X arg (Yoo +<¥) sonst.

Hernach liefert die Gleichung (99), d.h.

Voo 7

Vo | > 7" cosl~y)

Vio|  E = Eeosp | plsin(i-w) | 7
Vo & scny

direkt die Anfangslage ), . Der Winkel (¢ 1ist beliebig; ein

ginstiger Wert ist z.B. (=0 (Niheres dazu folgt in 2.4.).

Jetzt konnen die partiellen Ableitungen b//, fir den Anfang

der Bewegung aus der Tabelle (82) berechnet werden (dort ist
4

Jetzt ¢=—- und ¥ =k, zu setzen).

In dieser Zusammenstellung beschrinken wir uns nun auf die
Angabe der Formeln, welche bei Verwendung des in (133) defi-
nierten Parameters S, als unabhingige Variable zur Anwendung

kommen.

Die Gleichung (137) erlaubt jetzt noch die Berechnung der
"Anfangsgeschwindigkeit" dalz/ds, in den regularisierenden

Variablen fir den Parameterwert s, =0

ols,

S, =0

gl _ (o +Ko+40 )Z bu (%) Y0 -
PRL4

Damit sind die Anfangswerte bekannt, mit welchen nun das regu-

larisierte Differentialgleichungssystem (136),
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d 1 dy
2 Lt
d.s,(l/,f\f.+ ‘aLS,+Z.( */ ds,

+ (51 H,a) 9 f‘(’—/“)'“(’*' z") /*’v(’*'r)*”g‘ /I)Z

R Ak 7

integriert werden muss. Um dlieses Differentialgleichungssystem
explizite hinzuschreiben, miissen fiir die 6/4 die Ausdriicke
aus der Tabelle (82) (mit ¢ =—21 )} eingesetzt werden. Ferner
sind #,4,¥% durch die aus (58) und (113) iilbernommenen Aus-

driicke

(V*{-)I+K‘+V;+V" B (l{-_lL)‘..f. l{"+ ‘4;+‘/’L

(53) L= , £
2 vt 2\ r it
1
y ,=-1-(V + % bz_IJﬂF%L%:/
A Wyt

zu ersetzen, und schliesslich miissen die partiellen Differen-

tiationen der geschweiften Klammern nach den V; explizite

ausgefihrt werden.

Die Anwendung eines numerischen Integrationsverfahrens auf
das obige Differentialgleichungssystem liefert fiir diskrete
Parameterwerte S, Jewells den Punkt |V, der Bahnkurve in
s* una den zugehtrigen Tangentialvektor dq/ds, .

Aus y, ergibt sich durch Anwendung der B3-Transformation
(113) der Punkt

Y 4 % (“*
¥ =7 M\ RS

jg(; . %(k ‘79 —¥4u

Y V‘+V‘+K‘
7 y (5~ y

- i v - k ’j L4 |
% FAM v‘+v +u*

auf der Bahn des Mobils im physikalischen Raum SB. Fir spédter
sollen auch die Abstidnde r,,; aus den oben wiederholten
Gleichungen (58) berechnet werden. Interessiert man sich fir



- 64 -

den zeitlichen Verlauf der Bewegung des Mobils, so bekommt man
die Zeit ¢ , zu welcher sich das Mobil im Punkte ), befindet,

durch numerische Quadratur aus der aus (134) folgenden Gleichung

S,
t =//C;/674;nsjakr.
14

Zur Bes®immung der Geschwindigkeit )& des Mobils im Punkte
Y, missen zuerst die Grossen b,, aus der Tabelle (82) fir
den Punkt ¥ berechnet werden. Damit lidsst sich dann die aus
(71) und (134) folgende Gleichung

4
. 1 a
2y oy, - ,;,;Z b/"aL:

auswerten.

Es ist modglich, die so gewonnenen Resultate auf zwel Arten
zu kontrollieren (Rundungs- und Abbrechfehler bei der numeri-
schen Integration!). Erstens milssen die regularisierten Koor-
dinaten ¥ und ihre Ableitungen ci%/ﬂis, die Nebenbedingung
(81) erfiillen,

Ld
. _
O b -0,

und zweitens muss die Energiegleichung
1/ 2 .2 .2 oa 7 r 1 I
h ”}_‘()’s Yo e +y,)—(7-/4)(?,*7_")-/4&+7‘)
durch die Lagekocordinaten und die Geschwindigkeit des Mobils

befriedigt werden.

Bel einer Kollision des Mobils mit einem ZentralkOrper ver-
sagen die Formeln zur Berechnung der Energiekonstanten h
und der Geschwindigkeiltskomponenten jy . Dieser Fall wird im
Abschnitt 2.5. diskutiert werden.
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2.4. Hinweise zur numerischen Behandlung

Die numerische Lisung der regularisierten Bewegungsgleichungen
fiir das rdumliche restringierte DreilkOrperproblem erfordert
neun Integrationen (acht fiir das Differentialgleichungssystem
(136) bzw. (140) und eine fiir die Zeitberechnung); das sind

sierung bentigt werden. Diesem Nachteil steht einmal der Vor-
teil gegeniiber, dass bei der Integration des regularisierten
Systems nebst dem Energieintegral auch die Nebenbedingung (82a)
zur Kontrolle der Genauigkeit gebraucht werden kann (siehe 2.3.).

Das wichtigste ist aber, dass es durch die Regularisierung
mdglich wird, beliebige, im Endlichen des physikalischen Rau-
mes verlaufende Bahnen ohne besondere Massnahmen zu berechnen.
Eine zufdllig auftretende Kollision des Mobils mit einem Zen-
tralkOrper stdért die Rechnung gar nicht. Die auffdlligste Er-
scheinung in einem solchen Fall ist die automatische Anpassung
des Zeitschrittes bei gleichbleibender Schrittlédnge in der un-
abhingigen Variablen S, bzw. S . Die Beziehungen

(143) - _ 7 Vs ds
Amnnda, &=

zeigen, dass der Zeltschritt bei jeder Annzherung des Mobils

an eines der Zentren stark verkleinert wird.

Nach dem Formelsatz 2.3. wurde ein ALGOL-Programm zur nu-
merischen L&sung des rdumlichen restringierten Dreikdrperpro-
blems aufgestellt. Die Experimente auf einer Rechenanlage
Control Data 1604 haben alle Erwartungen erfillt. Diese Resul-

tate werden aber in einer gesonderten Publikation erscheinen.

Aus (143) ist ersichtlich, dass bei Verwendung der unabhin-
gigen Variablen S der Nenner V,"'+ vi+ v, den Zeitschritt

in schwer voraussehbarer Weise verindert. Dies wirkt sich be-
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sonders dann unginstig aus, wenn der Nenner klein ist und der
Zeitschritt daher sehr gross wird. Ein solcher Fall liegt z.B.
vor, wenn sich der Punkt ¥ auf seiner Faser in der Ndhe des
innersten Punktes befindet (siehe 1.4.).

Vor allem bei Verwendung der unabhdngigen Variablen §
braucht man deshalb ein Verfahren, um eine starke Anndherung
der Bahnkurve in S4 an die # - Achse zu vermeiden. Im folgen-

den wird eine solche Methode kurz beschrieben.

In 1.4. wurden die automorphen Transformationen g; einge-
fihrt. Das sind Abbildungen des Raumes S4 auf sich, bel denen
die Fasern in sich iibergehen. Da alle Punkte einer Faser den-
selben Bildpunkt in 83 haben, kann die Bahnkurve in S4 unter
Verwendung von g} modifiziert werden, ohne ihr Bild in S3

zu dndern: Fir einen frei wdhlbaren Parameterwert s wird die

Bewegung in S4 unterbrochen und Endlage ¥ und Endgeschwindig

keit v’= aég/Qis einer automorphen Transformation éf; un-
terworfen. Mit den transformierten Grdssen _gfpz’

werte zum selben Parameterwert § wird die Bewegung fortge-

* als Anfangs-

setzt.

Besonders einfach wird dieses Verfahren durch Verwendung der

speziellen automorphen Transformation é;, , die sich mit

c = —;_’- , ¢=7 aus (45) ergibt:

»
V' -
I
(144) (l 2 3 )
*
Vv, = —
k v+ 7 ) 7 ke 2,34 .

v L rent 2y 241 24 1 2
2 a 2.
a5y |47 | = 4| Pem A - 2u4 244 %
-7 )
V;»/ ¢ 2y, 5 2K n -%‘-r:fg‘-—r,‘ 24y K
2 kS
el 244 244 TR DAY
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Ein Kriterium zur Entscheidung, wann g; ausgefilhrt werden
soll, liefert die aus (144) folgende Beziehung

4 [, <%, = * 7 / Y
(146) WKl = O+ W +i) gy

Die Transformation %f; ist nur dann von Nutzen, wenn durch

ihre Anwendung der Abstand von der ¥ -Achse vergrtssert wird,

d.h. wenn

] -t ey 2 2 A
v th +4 > v, + 5% +vs

gilt. Dies ist nach (146) der Fall, wenn
(147) Wirpt e 2t < -;-

ist. Jedesmal, wenn nach einem Integrationsschritt das Kriterium
(147) erfillt ist, sollte somit die Transformation g;. durch-
gefithrt werden. Nachher gilt dann gemidss (144) und (147)

*l 2 & & 4

L »
Y *n +V: +Vy >T )

so dass das Kriterium (147) die Transformation %;, nicht noch-
mals verlangt.

Pir die ebene Birkhoff-Transformation bedeutet diese Technik
‘den Uebergang zum inversen Punkt in der #, 4 -Ebene.

Das besondere Verhalten der I} -Achse legt den Wunsch nahe,
eine regularisierende Transformation zu finden, die keine neuen
Singularitdten einschleppt, also keinen endlichen Punkt des
Parameterraumes s4 in den unendlich fernen Punkt des physika-
lischen Raumes 33 wirft. Im ebenen restringierten Problem er-
fiillt die Transformation von Thiele [7] diesen Wunsch. Es ist
aber nicht bekannt, ob sie sich auf dreidimensionale Probleme
verallgemeinern lidsst. Auf alle Fille miissten transzendente
Funktionen eingefiihrt werden, die zu recht verwickelten

Differentialgleichungen fithren wiirden.
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2.5. Kollisionsbahnen

Eine durch das Differentialgleichungssystem (136) oder (140)
definierte Bahnkurve in S4 heisst Kollisionsbahn (Ejektions-
bahn), wenn sie durch einen der unkonformen Punkte (‘(za", 0;0,0)/

& =% 4 , geht. Dann stésst nimlich das Mobil in s> mit dem
an der Stelle (4+ /4.,0 0) gelegenen Zentralkfrper zusammen.
Um das Grenzverhalten der Geschwindigkeit beil einer Kollision
zu untersuchen, schreiben wir die Energiegleichung (107) (mit

@ aus (106) ) mittels der unabhingigen Variablen S, (Ab-
leitungen nach §, werden 1ln diesem Abschnitt durch Striche
bezeichnet). Zunichst filhrt die Zeittransfiormation (133) die

Gleichung (118) in

4 T S 1 e wrweu"
(147) Yo+ Ye Yy = ;5-(‘4'?-" v

iber, womit sich dann aus (107) unschwer die Beziehung

(148) T hdyrdi - enny ‘)(f—p)r(f+’)+/cr({+ﬁ)+rr(h }

ergibt. Bel einem Zusammenstoss des Mobils mit der zentralen

Masse A werden dle Grenzwerte

(149)  y—L, 48,40, GH—=1 K-—>0
angenommen; damit folgt aus (148)

(150) t;':-t;"; V,’L-f-v}‘—» éﬁ (Stoss mit ).
Analog ergibt sich fiir den Stoss mit ( 7 —g¢ )

(151) V,'j.‘il"..«.y’)‘.f-q;‘—» %—& (Stoss mit (I-7u.) ).

Will man nun das Anfangswertproblem des Systems (136) in
einer Kollision drin 15sen (es sei dort %=O ), so muss man
die Anfangswerte ¥’ so wihlen, dass sie (150) bzw. (151) er-
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fiillen. Dann ldsst sich aber die Energiekonstante 4 aus den
Anfangswerten nicht mehr bestimmen, wie (148) zeigt. Vielmehr
kann h vorgegeben werden als Ersatz fiir den durch die Bedin-
gung (150) bzw. (151) verlorenen Freiheitsgrad. Wegen der Re-
gularitdt der Differentialgleichung (136) im betrachteten Stoss
{Parameterwert 5, =0), existiert die Lisun
problems in einer Umgebung von S,=¢ und ist dort regulir.
Ob eine solche Losung fir alle Zeiten analytisch fortsetzbar
ist, wird hier nicht untersucht. Es miissten dazu die Methoden
von Sundman [8] und Siegel [9] an unseren Fall adaptiert
werden.

Im Gegensatz zur Geschwindigkeit ¥ '= ﬂ/ & 5 ,) im
regularisierten System ist die Geschwindigkeit des Mobils bei
einer Kollision unendiich gross. Um die Stossrichtung aus der
Richtung von ¥’ ( zur Zeit des Stosses) zu bestimmen, betrach-
ten wir das Mobil kurz nach einer Kollision mit dem durch das
Vorzeichen von & gegebenen Zentralkdrper. Seit der Kollision
habe sich & um die kleine Grisse AS, vergrossert. Die
Birkhoffschen Koordinaten des Mobils lauten dann in erster N&-

herung
(152)  (Z +viAs,, y'ds, wAs, v4s) .

Da dieser Punkt nahe bei einem der Zentren liegt, kann zu sei-
ner Transformation in den physikalischen Raum S3 die Entwick-
lung (42) gebraucht werden. Nach (41) lauten die dort verwen-
deten Relativkoordinaten Ii fiir den Punkt (152)

(153) y —ey'ds,, i =-y'ds,, k=234 .

Beim Einsetzen dieser Grdssen in (42) brauchen dort nur die
Glieder 2.0rdnung beriicksichtigt zu werden, was dem Einsetzen
von (153) in die XS-Transformation (1) entspricht:
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2 — Ez_zn .l_/;g+ :.
(154) % = 2(3%-%%)
S = 2(Z% +%7) .

Da die Richtung des durch die Gleichungen (154) defi-
nierten Vektors Gzlj;,jg) nicht vom Betrag von ASy

abhidngt, stimmt diese Richtung mit ihrem Grenzwert fir ZL%—*U
Uberein.Aus diesem Grund kann jetzt in (153) £354 zur Defi-
nition von \Z beliebig gewdhlt werden, z.B. A$4=7. Nur um
dle Vernachlidssigung der hdheren Glieder zu legitimieren,
musste oben Aﬁq, als kleine Grosse vorausgesetzt werden.

Nun ergibt sich nach (41) die Richtung des Stosses als die
Richtung des Vektors

(155) @Y, %, %) -

Will man eine in einem Stoss beginnende Bewegung in den
Raum S4 Ubertragen, so hat man umgekehrt zur gegebenen Stoss-
richtung eine Anfangsgeschwindigkeit im regularisierten System
zu finden. Anstelle der Jetzt versagenden Gleichung (137) kann
das eben beschriebene Transformationsverfahren in umgekehrter

Richtung verwendet werden.

Die Richtung des Stosses in dem durch das Vorzeichen von
G=%1 pestimmten Zentrum sel durch den Einheitsvektor

(156)  (6%,%,%) BARS AR A 4

gegeben. Auf diesen Vektor muss nun die Umkehrung der KS-Trans-
formation (154) angewendet werden. Dies kann wegen der Normie-
rung in (156) gemiss (18) z.B. durch den Formelsatz

Al
h
ql
3
1]
LJEN
BN
+
<!
~

157 = — — - =
( ) V= Za\4’LEJ”$ v o= - ;Z
z +V ) (] 1+,
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geschehen. Der so bestimmte Vektor (V,}Z)Fj/ %) ist wegen
(3) wieder ein Einheitsvektor. Aufgrund von (41), (150) und
(151) sind nun die Komponenten 4; der Anfangsgeschwindig-
keit im regularisierten System Je nach dem am Stoss beteiligten

Zentralkdrper durch
/ e
-VE%,

(Stoss mit g , O =7 )

- /’Z_/"’Z 5 Z-) / hu23,4

(Stoss mit (7 ,u) o =-7)

(158)

oder durch

(159)

gegeben.

Die Nebenbedingung ist in den unkonformen Punkten inhalts-
los und somit immer erfiillt.

Die Vieldeutigkeit bel der Uebertragung der Anfangswerte in
den Raum S4 kommt in diesem besonderen Fall durch die Bestim-
mung des Geschwindigkeitsvektors zustande, widhrend im Normalfall

die Anfangslage in S4 vieldeutig ist (siehe Riicktransforma-

tionsverfahren in 1.4. oder 2.3.).
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3. REGULARISIERUNG VERWANDTER PROBLEME

3.1. Das elliptische restringierte Dreik&rperproblem

Das elliptische restringierte Dreikdrperproblem ist gegeniiber
dem allgemeinen Dreikdrperproblem dadurch charakterisiert, dass
einer der drei Kbérper, das Mobil » , die Masse Null hat. Die
beiden andern Kdrper, die zentralen Massen (7-a4) und M, be-

wegen sich auf Keplerellipsen um ihren Schwerpunkt a (der Fall

hyperbolischer oder parabolischer Bewegung der Zentralkdrper

hat nur geringe Bedeutung und wird darum hier weggelassen). Wir
verwenden #hnlich wie in 2.1. ein rechtwinkliges Koordinaten-
system 71, Pe,) s mit Nullpunkt im Schwerpunkt der Zentralkdrper.
Das System rotiere mit der variablen Winkelgeschwindigkeit @
so um die 7%, -Achse, dass die zentralen Massen stidndlg auf der
ﬁy-Achse liegen. Der Drehwinkel 3% bel dieser Rotation wird
als die wahre Anomalie des KOrpers /& bel der Keplerbewegung

um @ definiert. In diesem Koordinatensystem sind aber die
Zentren nicht fest; sowohl ihr gegenseltiger Abstand £ ais

auch die Winkelgeschwindigkeit &« hingen von ¥ ab. Die Abszis-
sen der Zentren sind —/uf{y') bzw. (7—/4)5/1,0) .

Lidngeneinheit seil die grosse Halbachse der relativen Kepler-
ellipse (=Mittel aus Maximum und Minimum von € ); die Umlaufszelt:
betrage 27 Zeiteinheiten. In den damit und durch die Bezeich-
nung der Massen festgelegten Einheiten hat die Gravitationskon-
stante aufgrund des dritten Keplerschen Gesetzes den Wert 1.

Aus der Theorie der Keplerbewegung (siehe z.B. [10], Band 1)
entnehmen wir die folgenden Beziehungen

(160) "’(1/')=%’f=\/—

__» P
00) = riecosy TG
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e (0K e <7} ist dle Exzentrizitit, s =f—e* der Para-
meter der Keplerellipse. Der zeitliche Verlauf wird iiber die

exzentrische Anomalie E durch

(161) ‘72_ \fTrs 4%

=F —esinE

dargestellt (Keplersche Gleichung).

Im Koordinatensystem Qp)aa) 7, gelten die folgenden
Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Mobils:

F— 20—y, - Oy, = 236/
(162) 4, + 209 — @'y, + by, = -26[o7-
% - -26 /27,

wobei

G-It _L

& L

das Gravitationspotential und Fro P die Abstdnde des Mobils

von den Zentren bedeuten,

4
N Cu(f)

(2%743&;€1a)
m
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Man hat nun den Wunsch nach einem Koordinatensystem, in dem
die Zentren wieder fest sind. Dies kann erreicht werden durch
Einfilhrung der dimensionslosen Variablen ¥,/ ,% mittels der

Gleichungen
(163) ?‘-e.y" L—’f)z).?j f'-ef; ) f’—gf;_ .

Aus der Definition der Abstédnde FrrPe folgt damit

f; =\ +p)* 4 )it £
n ’\/6’4 =)'yl ey

Nach einem Vorschlag von Scheibner [11] ist die wahre Anomalie

(164)

Y die richtige unabhingige Variable zur Beschreibung des
elliptischen restringierten Dreikdrperproblems. Striche bezeich-
nen im folgenden Ableitungen nach % . Die auf die neuen Va-
riablen umgerechneten Differentialgleichungen lauten nach [12],

[13]

v _ / _ é aa
)’r Z.yl = /1. 9)’1
(165) )/z'./. 2){" - __/{;%f_
-X” +*+Nh = _—ﬂg'% y)
wobel
(166) a{,;,,:‘)--ﬁ—/“)(—g +-§’L)—IL‘(?4 +2,2. +Zé, J

LA A—
n 7+ecosy

ist. &, ist eine zunichst noch beliebige Konstante. Fir e=0
wird das elliptische zum krelsfdrmigen restringlerten Drei-
kdrperproblem; andrerseits wird dann !//1.-‘/ , =€,
woraus die Analogie von (165) zu den Differentialgleichungen.

des restringierten Kreisproblems offenbar wird.
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Allerdings besteht doch ein wesentlicher Unterschied zwi-
schen dem kreisfdormigen und dem elliptischen Fall: Da 5//»
explizit von der unabhingigen Variablen Y abhingt, existiert
das Jacobi-Integral nicht. Multiplikation der i-ten Gleichung
von (165) mit )1.' und Summation iber i ergibt die Beziehung

41 dU
7+ecosy dy

(167) _;_ .ﬁ_ (xl:“y;;)‘/’".ﬁ)‘l:} = - )

die sich nicht in geschlossener Form integrieren lidsst.

Daraus kann man aber als Ersatz flir das Jacobi-Integral
durch Integration einen Arbeitssatz herleiten. Zu diesem Zweck
seien jetzt zum Anfangswert 7% der wahren Anomalie die dimen-
sionslosen Koordinaten des Mobils und deren Ableitungen nach

gegeben:

(168) XMW=y , Y(¥)=X. , =723,

Die Integration der Gleichung (167) von der unteren Grenze ¥

cis zu einem allgemeinen Wert von ¥ ergibt nun

4 O a A 2 d _
(169) L ex v ) + [FEe— =k,
%

wobei die Energiekonstante A durch

4 Vel I‘ Vot &
(170) h= —9_'(.)';0 7Yoo * Yoo "')’40)
gegeben ist,

Um jetzt noch die in {166) auftretende Konstante u, Zu spe=-
zifizieren, fihren wir zunichst die zu <, gehBrenden Anfangs-
werte /4, ,f, der Abstinde {,/ ein (sie ergeben sich durch
Einsetzen von Y, =Y, in (164) ). u, soll nun so gewidhlt

werden, dass
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a1y Ul 5 ) = Ul tn), now) =0

wird. Somit miissen wir gemidss (166)

_JL_G/
2
Setzen .

Die Gleichungen (165) haben dieselben Singularititen wie
die Bewegungsgleichungen des restringierten Kreisproblems.
Deshalb kann man zur Regularisierung des elliptischen Prcblems
so lange nach dem Muster im 2.Kapitel vorgehen, als dort das

Jacobi~Integral nicht gebraucht wird.

Wir versuchen daher, dem System (165) eine Lagrangefunktion
zuzuordnen und finden die zu (109) analoge Funktion

(173) [ = —/y, Y, “y ) SRS ;_)6 7%3%%

Man beachte, dass 7 + ecasy nur von ¥ und nicht von den
Y; abhdngt. Der letzte Term von L_ enthdlt die unabhidngige
Variable explizit (zeitabhingige Lagrangefunktion).

Da L. noch in die Klasse (117) von Lagrangefunktionen fillt,
bleiben alle 1In 2.1. angestellten Betrachtungen auch hier
gliltig. Es ist lediglich in den von dort {lbernommenen Beziehungen

t in 7 abzuindern. Wir setzen zur Regularisierung des ellip-
tischen Problems beil Gleichung (130) wieder ein. Angepasst an
die Lagrangefunktion (173) und an die neuen Bezeichnungen,
lautet (130)

< Ef .
dy "+V;+vs )+ 2 (b ‘75”‘} % k=1234%
E G,) ( 2 )S" Utr) )_o.
ay 4% *V'*V ay ¢+ec.as'y»

(174)
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Dabei muss man sich wieder _y, 4, 4, ;4  mittels (113),

(58) und (82) (e=# ) durch die ¥ ausgedriickt denken.

Nach dem Vorgehen in 2.2. schreiben wir jetzt den Arbeits-
satz (169) mit Hilfe von (86) in den regularisierten Koordi-
naten ¥ . Aus spidter zu erlduternden Grinden formen wir glelch-

TN

zeitig das Integral in (16G) durch partielle Integration um

unter Benutzung von (171):

_1 ne 1
ez (5)+ 7%

o) / Ubin) 2 (rratemss) -

Multiplikation von (174) mit f;f,./(:; +¥ +V,) und Ein-
setzen von (175) ergibt:

+V‘+V‘dy( +V +V" dy,/"'z_/j (éé ér"‘)v ATy +»§ d)b
U, nn UG, s
(176) + %,5) 5 _/f/a (7= )* 'e’f [ AN #2232

(175)

Ifecas-y k‘-l- BN Dyl 7+ ecosy 2

_2 L aE ) Sl ) SR dy =0
Y

3,2 Wit it ff+e ¥

Damit die regularisierten Gleichungen moglichst ilibersichtiich

werden, verwenden wir die der zweiten Zeittransformation (139)

entsprechende Bezliehung

(177)  L¥___nh
de TR

zur Einfihrung der neuen unabhingigen Variablen T .

"l
cu
M
7]
0

Bevor wir T in (176) einfiihren, bemerken wir
Funktion

We,n) = rnpUlG,n)

e =—(1-pn (e ) - peri (1+f) + 50 U
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sowie ihre partiellen Ableitungen nach s bei beiden Arten

von Zusammenstdssen endlich bleiben.

In dem im letzten Term von (176) auftretenden Integral(gév
substituieren wir Jetzt den in (177) definierten Parameter 7

als neue Integrationsvariable:

Siny
(179) 9-/u("‘)f7+—ee_“?7“

A//';, & Senaf
et +V ﬁ+e cos¥)? dr

Wegen der Form (178) der Funktion /V’&;q) ist das Integral
@ bel allen Kollisionen eigentlich. Fir das urspringliche
Integral in (169) wire diese Aussage nicht richtig gewesen.
Durch die oben ausgefiihrte partielle Integration wurden vom
urspriinglichen Integral diejenigen Glieder abgespalten, die
Singularitdten enthalten.

Unter Verwendung von (177), (173) und (179) erhdlt man nun

aus (176) als Schlussresultat das bei allen Kollisionen regu-

ldre System

b )
(180) dg( uhy 2 aid h=12,3,¢4
+_3[7z:'o;v * 5 "‘é""/’) 93 —”@—)=a.
A%F L{".,«-K V+K+V

Dazu gehOren auch die reguldren Differentialgleichungen fir
€ und 4 aus (179) und (171):

49
(181) lf‘/:ﬂl- Cr* +yr (1+ee‘-z-:s?):—)‘: / 9&:) =0 Y

(177) 42—__’5’5-_ y(z:),.'y,.

dr ~ Wyt
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Hier wurden noch die Anfangswerte fiir den zu ¥ =% gehdren-
den (beliebig wihlbaren) Wert 7%, von T angegeben.

Im Gegensatz zum Abschnitt 2.3. kann jetzt bei einer nu-
merischen Rechnung die der Zelt entsprechende Variable
nicht nachtriglich bestimmt werden. Vielmehr muss y mit (177)
in das Differentialgieichungssystem einbezogen werden, damit
man bei jedem Schritt die Grundlage fiir die Auswertung von (180)
erhdlt. Es entsteht somit ein simultanes System von zehn
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir ¥ , c#a/ahr »
(k=12,3,4), & , vy als Funktionen von T .

Aus diesen Grdssen bekommt man die Koordinaten 7. des Mo-
bils mit Hilfe der By-Transformation (113) und der Beziehungen
(160) und (163). Die physikalische Zeit ergibt sich chne In-

tegration aus der Kepler-Gleichung (161).

Auch beim elliptischen restringierten DreikSrperproblem blei-
ben die Ableitungen der i nach der unabhidngigen Variablen
(=7) immer endlich; insbesondere folgen aus dem Arbeitssatz
(175) die zu (150) und (151) analogen Beziehungen flr einen
Zusammenstoss des Mobils mit dem Zentralkdrper M bzw., (f-m)

« Suf(1+ecosy,) (Stoss mit p )
(132) 2 &i& —_— lu/
- z J’(/_Iu)/(f-f-eco.sy:) (Stoss mit (1—/1,))

Dabei ist % der Grenzwert von Y fir den betrachteten Stoss.
Der Faktor 8 riihrt von der Verwendung der zweiten Zeittrans-
formation her.

Das ebene elliptische restringierte Dreikfrperproblem ist
schon 1964 von Szebehely und Giacaglia [14] regularisiert
worden. Im Gegensatz zu unserem Differentialgleichungssystem
mussten aber diese Autoren ein Integro-Differentialgleichungs-

system benutzen.
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3.2. Ausblick

Neben den bis jetzt besprochenen gibt es noch einige Varianten
des DreikOrperproblems, die sich mit der KS- oder der BB-Trans-
formation regularisieren lassen. Diese Beispiele sollen jJe-
doch nur noch kurz gestreift werden, da bei ihnen der Nutzen

einer Regularisierung noch fraglich ist.

Da wire zunichst das Hillsche Mondproblem (siehe z.B. [10],
Band 2!), das Problem der Bewegung des Mondes um die Erde bei
Berilicksichtigung des Einflusses einer unendlich welt entfernten
Sonne (von unendlicher Masse). Da hier nur eine Singularitit
vorliegt, lidsst sich die Regularisierung mit der KS-Transfor-

mation nach den in [2] angegebenen Methoden erreichen.

Zwel Singularitdten sind in den Gleichungen der Bewegung
eines Mobils um zwei im Raum fixierte Zentren vorhanden (Zwel-
zentrenproblem, [10], Band 2). In diesem Fall lisst sich ohne
welteres mit der B3—Transformation regularisieren. Da das Zwel-
zentrenproblem aber mittels elliptischer Funktionen exakt ge-

16st werden kann, verliert die Regularisierung an Bedeutung.

Eine Anwendung des Zweizentrenprocblems hat vinti [15] ge-
funden. Er zelgte, dass die Bewegung eines Satelliten um die
abgeplattete Erde ndgherungsweise als Bewegung um zwel feste,
im Komplexen gelegene Massenpunkte aufgefasst werden kann.
Moglicherwelse kann hier die Birkhoff-Regularisierung die Sta-
bilitdtseigenschaften bei der numerischen Integration verbes-
sern, Dies ist noch Gegenstand welterer Untersuchungen.
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